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ABSTRACT

Partial metric space is a generalization of ordinary metric space, in partial metric space the axiom
d(x,x) is no longer necessarily zero. Partial metric space was first introduced in 1994, since then many
researchers have continued to learn about partial metric spaces. Fixed point is one of the interesting
topic to learn in partial metric spaces, so many researchers have conducted research on this topic.. In
this research, the researcher study the concept of C-contractive mapping in partial metric space and the
existence of fixed point from this mapping. This research was conducted using a literature review, by
collecting scientific articles and books related to the topic of this research. The results show that if f is

amapping in complete partial metric space that satisfies the condition p(f(x), f(»)) < a(p(x, f(¥)) +
p(f(x),y)) with0 < a < % then f has fixed point

Keywords: C-contractive Mapping, Fixed Point, Metric Space, Partial Metric Space.

1. PENDAHULUAN

Titik tetap dari sebuah transformasi bersifat
sangat penting, karena titik tetap memberikan
informasi terkait bagian mana dari suatu ruang
yang tetap diam atau tidak berpindah oleh
transformasi. Selain itu, gagasan tentang titik
tetap dibangun oleh dua komponen utama, yaitu
pemetaan kontraktif itu sendiri dan ruang tempat
pemetaan kontraktif tersebut berada (Ansar &
Hikmah, 2020). Teori titik tetap berfungsi
sebagai alat yang dapat digunakan untuk
menjamin keberadaan dan ketunggalan solusi
dari suatu persamaan dengan bentuk x = f(x).

Teori titik tetap merupakan salah satu topik
menarik yang telah mendapat perhatian banyak
para peneliti.  Ansar dan Hikmah (2020)
melakukan penelitian dengan melibatkan
tinjauan pustaka terkait artikel dan buku yang
membahas konsep ruang metrik kompleks dan
pemetaan c-kontraktif.  Penelitian ini
merrumuskan teorema titik tetap untuk
pemetaan C-kontraktif dan C-kontraktif lemah
di ruang metrik kompleks, yang menunjukkan
bahwa pemetaan ini memiliki titik tetap yang
tunggal pada ruang metrik kompleks yang
lengkap.

Huda (2015)

melakukan penelitian

mengenai eksistensi titik tetap yang mencakup
analisis syarat yang cukup untuk memastikan
bahwa suatu pemetaan memiliki titik tetap.
Selain itu, penelitian in juga bertujuan untuk
menunjukkan ketunggalan titik tetap tersebut
untuk pemetaan kontraktif pada ruang Metrik-G
lengkap. Penelitian ini menghasilkan
pemahaman mengenai sifat-sifat dari ruang
metrik-G lengkap dan syarat cukup agar suatu
pemetaan memiliki titik tetap yang tunggal pada
ruang metrik-G lengkap.

Berdasarkan penjelasan yang telah
dipaparkan sebelumnya, sejumlah peneliti telah
melakukan penelitian terkait teori titik tetap.
Penelitian tersebut mencakup analisa eksistensi
titik tetap untuk berbagai jenis operator pada
ruang metrik parsial, serta analisa eksistensi titik
tetap pemetaan C-kontraktif pada beberapa hasil
perluasan ruang metrik, seperti ruang metrik
bernilai kompleks dan ruang metrik-G.

Penelitian  mengenai  eksistensi  dan
ketunggalan titik tetap pemetaan C-kontraktif
yang ada pada ruang metrik parsial masih
terbilang jarang dilakukan. Oleh karena itu,
berdasarkan penelitian yang telah dilakukan
oleh beberapa penulis sebelumnya, penulis
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merasa tertarik untuk melakukan penelitian
menenai teori titik tetap pemetaan C-kontraktif
pada ruang metrik parsial. Penelitian ini akan
membahas sifat-sifat pemetaan C-kontraktif
serta eksistensi titik tetapnya pada ruang metrik
parsial. Penelitian ini merupakan bagian
pengembangan dari penelitian sebelumnya
yang telah dilakukan oleh beberapa peneliti
terkait topik yang sama.

2. METODE PENELITIAN

Penelitian  ini  merupakan penelitian
kuantitatif dengan menggunakan metode kajian
pustaka atau studi literatur, yaitu dengan
mengumpulkan serta mempelajari berbagai
referensi dari buku, artikel maupun sumber lain
yang berkaitan dengan topik utama dalam
penelitian ini. Adapun langkah-langkah yang
dilakukan dalam penelitian ini dapat dilihat pada
tahapan berikut:

2.1 Studi literatur

Penulis mengumpulkan berbagai referensi yang
berkaitan dengan ruang Metrik, ruang Metrik
Parsial, Pemetaan C-kontraktif dan titik tetap
dari berbagai sumber seperti buku maupun
artikel.

2.2 Mempelajari konsep ruang Metrik
Parsial

Pada tahap ini, penulis mengkaji materi terkait

definisi ruang Metrik Parsial, barisan di ruang

Metrik Parsial, serta syarat suatu ruang Metrik

Parsial dapat dikatakan lengkap.

2.3 Mengkaji pemetaan C-kontraktif

Tahap selanjutnya adalah mempelajari konsep

pemetaan C-kontraktif yang ada di ruang Metrik

Parsial serta sifat yang dimiliki oleh pemetaan

tersebut.

2.4 Titik tetap pemetaan C-kontraktif

Pada tahap ini, penulis mengkaji apa saja syarat
yang harus dipenuhi untuk menjamin bahwa
pemetaan C-kontraktif memiliki titik tetap.

2.5 Penarikan kesimpulan

Langkah terakhir adalah menarik kesimpulan
berdasarkan hasil penelitian yang telah
dilakukan sebelumnya.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
Ruang Metrik dan Ruang Metrik Parsial
Definisi 3.1 (Shirali & Vasudeva, 2000)

Himpunan tak kosong X bersama dengan
sebuah pemetaan d: X X X — R disebut sebagai
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ruang metrik jika pemetaan d memenuhi
aksioma berikut:

(1) dx,y) =d(y,x), Vx,y €X

(2 dx,y) =0, Vx,yeEX,x #y

(3) d(x,y) =0 jika dan hanya jika x =y,
Vx,y € X

4) d(x,y) <d(x,2) +d(z,y), Vx,y,z€ X
Pemetaan d disebut sebagai metrik pada
himpunan X

Definisi 3.2 (Matthews, 1992) Misalkan X
adalah suatu himpunan yang tidak kosong
dan  fungsi p:X xX - R;,, dengan Ry,
menyatakan bilangan real non negatif.
Pasangan (X, p) dikatakan sebagai ruang
metrik parsial apabila memenuhi seluruh
aksioma berikut:
(D vVxy €X, x=y & plx,x) =plxy) =

p(¥,y), dengan p(x,y) = 0
() Vx,y €X, p(x,x) < p(x,y)
@) Vxy €X, p(x,y) = p,x)
4) vx, v,z €X, p(x,2)

p(y,z) = p(y,y)
Fungsi p yang memenuhi semua aksioma
tersebut disebut sebagai fungsi metrik parsial.

Mohsenalhosseini, dkk (2011) menjelaskan
bahwa jika p merupakan fungsi metrik parsial
pada X, maka fungsi ds:X X X - R, yang
didefinisikan  oleh ds(x,y) = 2p(x,y) —
p(x,x) — p(y,y) merupakan suatu metrik pada
X.

<p(xy)+

Teorema 3.1 (Soemarsono, Yunus, Apriliani, &
Adam, 2023) Jika (Rsq,p) merupakan suatu
ruang metrik parsial dengan p : Ry X Ryo =
Rs, merupakan fungsi metrik parsial, maka
(Rsp,ds) merupakan ruang metrik biasa
dengan fungsi metrik ds:Rso X Ryg = Ry
yang didefinisikan oleh d¢(x,y) = 2p(x,y) —

p(x,x) —p(y, y).
Bukti:

(1) Ambil sebarang x,y € Ry, diperoleh:
ds(x,y) =2p(x,y) — p(x, x) — p(y,¥)
=2p(y,x) —p(,y) —
p(x,x)
=ds(y, x)
Terbukti d,(x,y) = d;(y,x) Vx,y € Ry,
(2) Ambil sebarang x,y € R, dimana x # y
ds(x,y) = 2p(x,y) —pl,x) —
P, y)

= p(x,y)+p(xy)
- p(,x) — p(y,y)
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= (p(x,y) — p(x,x))

+ (p(e,y) — p(n, 7))
>0

= 2p(x,y) —p(x,x) —
p(y,y) =0

Jadi, dg(x,y) =2 0,Vx,y €X
(3) Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa
ds(x,y) =0 x =y. Misalkan x,y €
Rs,.
(=) Jika dg(x,y) =0, akan ditunjukkan
x=Yy
ds(x,y) = 2p(x,y) — p(x,x) — p(¥,¥)
=(p(e,y) = p(x,x)) +
(oG ) = p(y,¥))
Dipenuhi jika p(x,y) — p(x,x) =0 dan
p(x,y)—p(y,y) =0, mengakibatkan
p(x,y) = p(x,x) dan p(x,y) = p(y,¥)

Karena p(x,y) = p(x,x) = p(y,y),
berdasarkan aksioma (1) pada Definisi 2.2

maka x = y.
(<) Misalkan
ds(xv :V) =0
Berdasarkan aksioma (1) pada Definisi 2.2,
maka p(x,y) = p(x,x) = p(y,y). Sehingga
diperoleh:
ds(x,y) = 2p(x,y) — p(x,x) — p(y,¥)

= (pCx,y) — p(x,x)) +

(oG, y) = p(, 1))
=0+0
=0

x =y, akan ditunjukkan

(4) Untuk x,y,z € R,,, berdasarkan aksioma
(4) pada Definisi 2.2 diperoleh:
dS(xJ Z) = Zp(x; Z) - p(x: x) - P(Z:Z)
<2(p(x,y) +p(y,2) -
p,y)) —plx,x) — p(z,2)
=2p(x,y) +2p(y,2) -
2p(y,y) — p(x,x) — p(z,2)
=2p(x,y) +2p(y,2) -
P y)—p,y) -
p(x,x) — p(z,2)
=2p(x,y) —plx,x) -
P, y) + 2p(y,2) —
p(y,y) — p(z,2))
= ds(xvy) +ds(y,2)
Diperoleh  bahwa dg(x,2) <
ds(y,2z), Vx,v,z € Rs,.
Karena seluruh aksioma dapat terpenuhi, dapat
disimpulkan bahwa fungsi dg:R.o X Ry —
Rs, Vyang didefinisikan oleh dg(x,y) =
2p(x,y) —p(x,x) —p(y,y) adalah suatu

ds(x,y) +
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fungsi metrik pada R.,. Sehingga, (Rsq,ds)
adalah ruang metrik.m
Selanjutnya diberikan contoh ruang metrik
parsial.
Contoh 3.1 Misalkan suatu fungsi p : Ry X
R, = Ry Yang didefinisikan oleh p(x,y) =
max (x,y) adalah fungsi metrik parsial pada
R.o dengan max (x,y) menyatakan nilai
maksimum dari dua buah bilangan real non
negatif x dan y, maka pasangan (Rsq,p)
disebut sebagai ruang metrik parsial.
Penyelesaian:
(1) Untuk aksioma pertama, ambil sebarang
X,y € Ry, selanjutnya:
(=) Untuk x =y, maka max(x,x) =
max(x,y) = max (y,y)
Jadi, x =y maka p(x,x) =p(x,y)=
Py, y).
(&) Jika max(x,x) = max(x,y) =
max (y,y), makax =y
Sehingga, jika p(x,x) = p(x,y) = p(y,¥)
maka x = y.
(2) Selanjutnya aksioma kedua, ambil
X,y € Ry
p(x, x)

ambil
= max(x, x)
< max(x,y) = p(x,y)

Sehingga, p(x,x) < p(x,y).
(3) Selanjutnya aksioma ketiga, ambil x,y €
REO:
p(x,y) = max(x,y) = max(y,x) =
p(y,x)
Jadi, p(x,y) = p(y,x).
(4) Untuk aksioma keempat, ambil x,y,z €
Rxo:
p(x,y) +p(z,z) =max(x,y)+
max (z,z)
< max(x,z)
+max (y,z)
= max(x, z)
+max (z,y)
= p(x,2)
+p(z,y)
Selanjutnya, pertidaksamaan tersebut dapat
ditulis dalam bentuk p(x,y) < p(x,z) +
p(z,y) — p(z,2).
Berdasarkan (1), (2), (3) dan (4), terbukti
bahwa pasangan (R*,p) merupakan suatu
ruang metrik parsial.

Definisi 3.3 (Esi, Hanac, & Esi, 2019) Misalkan
(X,p) adalah suatu ruang metrik parsial,
barisan {x,} pada ruang metrik parsial (X, p)
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dikatakan barisan yang konvergen menuju x €

X jika
Ve>0, 3n, €N sehingga Vn=ng
berlaku:
p(xn,x) - p(x'x) < e dan P(xn:x) -
p(xn:xn) <g

Definisi 3.4 (Bukatin, Kopperman, Matthews, &
Pajoohesh, 2009) Misalkan (X, p) adalah suatu
ruang metrik parsial, barisan {x,} pada ruang
metrik parsial (X, p) dikatakan sebagai barisan
cauchy jika terdapat a > 0 sehingga V& >
0,3 ny € N sehingga vn, m > n, berlaku:

lpCen, xm) —al < e

Definisi 3.5 (Altun, Sola, & Simsek, 2010)
Ruang metrik parsial (X, p) dikatakan sebagai
ruang metrik parsial lengkap apabila setiap
barisan Cauchy {x,, } pada ruang metrik parsial
merupakan barisan yang konvergen menuju x €
X, yaitu nlr;lrlloop(xn,xm) = p(x,x).

Titik Tetap dan Pemetaan C-kontraktif

Definisi 3.6 (Agarwal,
2001)

Misalkan f: X — X adalah suatu pemetaan pada
ruang metrik (X,d), titk x; €X yang
memenuhi f(x;) = x; disebut sebagai titik
tetap.

Definisi 3.7 (Rhoades, 1977) Misalkan (X, p)
merupakan suatu ruang metrik parsial,

pemetaan f:X — X disebut sebagai pemetaan
C-kontraktif di ruang metrik parsial (X, p)

apabila terdapat konstanta 0 < a < % sehingga
berlaku:

p(fC), fF) < alp(x, fB)) + p(f(x),¥))

Meehan, & O'regan,

Berikut diberikan contoh pemetaan C-kontraktif
yang ada di ruang metrik parsial.

Contoh 3.2 Misalkan (R, p) merupakan
suatu ruang metrik parsial dan p: X XX - X
adalah fungsi metrik parsial yang didefinisikan
dengan:
x—y|l+ [x]+
p(x,y) = ik d 2' | lyl,‘v’x,yeX
adalah suatu fungsi metrik parsial. Misalkan
pemetaan T: R., — R, didefinisikan dengan:
0, 0<x<3

x=>3

T(x) =
x+1’
Pemetaan T merupakan pemetaan C-kontraktif
di ruang metrik parsial karena memenuhi
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kondisi yang ada pada Definisi 3.6. Penjelasan
lebih lanjut, perhatikan penjelasan berikut:
Misalkan  x,y € R,,, akan ada
kemungkinan kasus yang terjadi, yaitu:
Kasus 1:Jika x, y € [0,3), maka jelas T(x) =0
dan pemetaan T memenuhi  kondisi pemetaan
C-kontraktif yang diberikan pada Definisi 3.6.
Kasus 2: Jika x, y € [3, o), akan diperoleh:

p(T(x), T(y) = X Y
x+1 y+1

tiga

x+1|+‘y+1|)
= x_y

— |+
x+Dly+1)

ikl
@+l + b
( 16y|+|Z|+|%)
BB
=1+ 5+ 15

X
|§_2(y+1)|Jr 2

|2(y T 1)| *
.
2(x+ 1)
x Yy
* |2(y n 1)| +I5b

1

2 (T +p(T), )
Kasus 3: Untuk x € [0,3) dan y € [3, ), atau
x € [3,0) dany € [0,3),
Misalkan x € [0,3) dan y € [3,00),

diperoleh:
p(T(), T(»))

akan

p(0, L)

=(|0 ———| +
(| y+1
Yy

y+1

= g(|‘%|+|%)
Gk

0] + |——

N—
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1(‘0_L| + < a[p(xn—lnxn)'l'
< 4 2(y + 1) P (Xn) Xng1) —
y pCen, xn) +
0l + |2 +
o 20+ 1) p (X, xn)]
|L _ 0| = al[p(xp_1,%,) +
Z(X + 1) p(xn'xn+1)]
4 ‘ x | 0] Selanjutnya diperoleh:
2(x+1) ) p(Xn, Xn+1) < a[p(xp-1, %)
= 1(p(x,T(y))+ +p O, Xn41)]
Z( p(T(%),) & (1-a) < alp(xp-1,x)]
Dapat disimpulkan bahwa p(T(x),T(y)) < [p (e, Xn41)] _ .
1 . g p(xn: xn+1) = ( )p(xn—llxn)
: (p(x, T(») p(T(x),¥)), sehingga pemetaan _ _ 1—a
T merupakan pemetaan C-kontraktif dengan P_erhatlkan kembali, dengan langkah yang sama
nilai « =2 Selanjutnya, pemetaan tersebut diperoleh:
Lo A N . pCn-1,%n) = p(f(Xn-2), f(xn-1))
memiliki satu buah titik tetap yaitu T(0) = 0. < a[pCpos fCcn1))
Berdasarkan contoh pemetaan C-kontraktif +0(f (tn2)r Xp1)]

yang diberikan pada Contoh 3.1, dapat diketahui
bahwa terdapat suatu pemetaan yang merupakan
pemetaan C-kontraktif pada ruang metrik parsial <
dan memiliki titik tetap. Selanjutnya akan h
ditelusuri lebih jauh lagi terkait eksistensi titik
tetap tersebut, apakah setiap pemetaan C-

al p(xn-2,%n)
+p(xn—1rxn—1)]
a- [ p(xp_z,Xn-1)
+p(xn—1,%n)
_p(xn—l'xn—l)

kontraktif pada ruang metrik parsial selalu +p(n-1,%n-1)]
memiliki titik tetap atau hanya berlaku pada = a[p(p g xp_q1) +
kondisi tertentu. p(n—1,%n)]
Teorema 3.2 Misalkan (Rsq, p) adalah ruang
metrik parsial lengkap dan f:Rs, — Rso Selanjutnya diperoleh:
adalah pemetaan C-kontraktif yang memenuhi p(Xn_1,X%n) < [p(xn—zrxn—l)
kondisi berikut: +p(Xp_1,%n)

p(fC). f) Salp(xfM) +p(f),y) & (A-a) < aplen-z ¥n-1)
Dengan: [pCen—1,%n)] o

0<a< %, = p(xn—lixn) = (1 —a )P(xn—z, xn—l)
maka pemetaan C-kontraktif memiliki titik tetap Secara umum dlperoleh:a
pada ruang metrik parsial lengkap. p(xn, Xni1) < ( )p(xn_l,xn)
Bukti: Pertama, ambil x, € Ry, dan x; = < 1-a/ "
f(xp), selanjutnya bentuk suatu barisan {x,,} di - (1 — a) (1 — a) p(xn_z,Xn_1)
R, dengan suku-suku barisan seperti berikut: = a \2
X X1 = F(X0), X = f(XD), oo X = (1=2) PCn—2 )
f(xn—1)1 n=1.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa barisan ,
{x,} adalah barisan Cauchy. Karena f adalah < a \"
. 1 ( — ) p(xg,x1)

pemetaan C-kontraktif, maka I a € (0, E) ] l1-a

. _ Diperoleh bahwa:
sehingga: () Xper)
PG Xni1) = p(f(xn-1), f(x3)) n:an+1 n

< a[p(n_1, f(xn)) < (1 e ) I 2T 20 T (D
+p(f (¥n-1), %n)] Selanjutnya, misalkan n,m € N, dengan

menggunakan aksioma (4) pada definisi 2.2 dan
pertidaksamaan (1) akan diperoleh:

alp(xn—1,Xn+1)
+p(xn, x5)]
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P(Xn Xnsm) < p(xn,Xng1) +
p(xn+1:xn+m)
_p(xn+1lxn+1)

(=) ToGro, 2] +
pCns, {Ln+m) — P(Xn+1,Xnt1)
(1) ol +
p(Xnt1) Xntm)

o n
(m) [p(xo, x1)] +
P(xn+1, xn+2) + p(xn+2'xn+m) -

P (Xny2, Xni2)

IA

IA

IA

IA

(7= oG ] +

( n+1

) p(x()lxl)
p(xn+2:xn+m) P(Xni2, Xn42)

— [p(xo, x1)] +
( a

n+1
(xn+2: xn+m)

Y oo, x0)]

n+1

[ (xo, %1)]

IA

)
z)

(x0)x1)

IA
<

[p(x0,x1)]

(1 i p ) ( +..... m-1)[p(x°’x1)]

=) Z () oG x0)
(1 i a

) [pGeo, )]
(e

= a nl:f—a
(1—a) [1—20{

Diperoleh bahwa:

1—«a

PG tnim) < (7= ) |7 1P G x0)]
Perhatikan kembali bahwa:
0<a< %

sehingga ak.';lln diperoleh bahwa
lim (ﬁ) =0, akibatnya

lim p(x,,X,4+m) = 0. Dapat disimpulkan
n,m—co

bahwa barisan {x,} adalah barisan Cauchy di
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ruang metrik parsial (Rsq, p).
Selanjutnya, karena (R,,,p) adalah ruang
metrik parsial lengkap dan barisan {x,}
merupakan barisan Cauchy, berdasarkan definisi
ruang metrik parsial lengkap, maka barisan {x,, }
juga merupakan barisan yang konvergen.
Misalkan barisan {x,} konvergen menuju x,
akan ditunjukkan bahwa x merupakan titik
tetap dari pemetaan f. Karena barisan {x,}
konvergen menuju x, maka V&> 0,3ny €N
sehingga V n > n, berlaku:
p(xp,x) — p(x,x) < & dan
p(xn'x) - p(xnvxn) <e¢
Selanjutnya, menggunakan aksioma (2) dan (4)
pada definisi 2.2 akan diperoleh:
p(x, f(x)) < p(xxn) + p(xn, (X))
_p(xn'xn)
p(x, xn) + p(xn, f (X))
—p Q. xn) — p(x, %)
< pl ) + p(xy, xn)
_p(xn'xn) - p(x, x)
= p(x) — p(x,x)
< €
Karena ¢ > 0 sebarang dan n > n,, akibatnya:
p(x, f()) = p(x, ) = 0
Sehingga diperoleh bahwa p(x, f(x)) =
p(x,x), berdasarkan aksioma pertama pada
definisi 3.2 jika (x, f(x)) =p(x,x) maka
f(x) =x. Karena f(x)=x, berdasarkan
definisi 3.6 tentang titik teta, maka terbukti
bahwa x adalah titik tetap dari pemetaan f.m

o p(xf) <
—p(x,x)

4. KESIMPULAN

Berdasarkan penelitian dan pembahasan
yang telah dipaparkan sebelumnya, diperoleh
bahwa:

1. Jika (Rsq, p) merupakan suatu ruang metrik
parsial dengan p: [R5y X Ryg — Ryg
merupakan fungsi metrik parsial, maka
(Rso,ds) merupakan ruang metrik biasa
dengan fungsi metrik dg: Ryg X Rsg = Ry
yang didefinisikan oleh ds(x,y) =
2p(x,y) — p(x,x) — p(y, )

2. Diberikan f pemetaan pada ruang metrik
parsial lengkap yang memenuhi kondisi:

p(fC), f) < alp(x, fB))
+ p(f(x),¥))

Dengan 0<a<%, maka f adalah

pemetaan C-kontraktif yang memiliki titik
tetap pada ruang metrik parsial lengkap.
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5. SARAN
Untuk penelitian selanjutnya dengan topik
serupa, penulis memberikan saran untuk
menganalisa eksistensi maupun ketunggalan
titik tetap dari pemetaan C-kontraktif pada
ruang yang lain.
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