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ABSTRACT

We study the construction of a version of stan

dardwnian sheet callech -generalized standard

Brownian sheet. It is shown by means of Lindebetigeorem that it is a limit process of a sequerice o
partial sums processes of independent random Vesiathe sense of weak convergence in the metric
space of continuous functions on the compact red@oh]x[0,1]. Based on this convergence we
approximate by simulation the quantiles of KolmamgrKolmogorov-Smirnov and Cramér-von Mises
type statistics which are defined as continuoustionals of the process.
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1. INTRODUCTION

Let (Q,I',P) be a probability spaceC(l) be

U:= [tl,tz]X[sl,sz]D l, t,<t, and s <s, be a
rectangle inl , the increment of this process ovér
is defined by

the set of continuous functions on the compact set A B,
U

| :=[og]x[01] 002 and B, be the Borelg
algebra over C(l) with respect to the uniform
topology, i.e., a topology generated by the supramu

norm |, where for fOC(l) ||,
== sup|f (t,s)|. For any (t,s)01, the mapping
(t,s)dl

M, :C(l) -~ O defined by 7, (f)="1(t,s),
f OJC(I) is called a natural projection.

Definition 1. Let h:1 - [0, be a function which
has bounded variation in the sense of Vitali. A
Gaussian proces{d?)h(t,s):(t,s)D I} induced by a
random function B, :Q - C(l) in the sense of
B, (t,S; @) = (77, ¢, © B, )(@w) for every «JQ and

(t,s)d1, is called a h-generalized standard

Brownian sheet if it satisfies the following
conditions:

1.B,(t,s) =0 almost surely (a.s.) it =0 or
s=0.
2. For every(t,s) 1, E(B,(t,s)) =0.
3. Forany(t,,s), (t,,s,) U1,
E(B,(t,3)B,(t$))=  [h(x y)4 (dx.dy),
[0.t, Otz ]x[0,5, O, |
where A, is the Lebesgue measure brand x Ly

is the minimum betweer andy. Furthermore, let
1

=Bi(t2,s,) ~ B, (t;,8) ~ B (t,s) + By (L, 8) -
We note that in the case bf is a constant function,
we get standard Brownian Sheet whose existence
was studied extensively by Kuelbs (1968) and Park
(1971).

Remark 1. Under condition 1, conditions 2 and 3 are
equivalent to the following two conditions. For any

U=[tt]x[s,s]01, t<t, and s<s,
A,B, ~ N(O, j h(x, y)A, (dX, dy)) .

For any family of rectangles

{Uij = ti_l,ti]X[sj_l,st 1<isml< < q}
I 1

0< S <...< sq <1, it holds:

and

m g
igljglP{wDQ:AU } gjj oo.
In addition, let
{Us =[t,, + B, +Bx[s +As +A] 1<i < mi<j<d]
, Where S and) are any positive numbers such that
t,+B<lands, +A<1.

in where  Osty<---<tp<1

P{a)DQ:AUij Bh(a)) < aij A<isml<j<q
; Bh(a)) Saij
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Then the vectors (AUuBh,...,AUmBh)T and T,, MacNeill et al. (1994) and Somayasa (2007)
embedded the sequen(:Enxn) into a sequence of

stochastic processeé Th(Enxn)(t,s) :(t,s)0 |}n21

nx1

(A 2B Bh)T have mq-variate normal
Uy Umq

distribution with zero mean vector and variance-

covariance matrices are given by defined on (Q,I,P). Thus, for every n>1,
{Th(Enxn)(t,s):(t,s)T1} is induced by the random
dia Ihd/h Ihd/h function Tn(Epxn):Q — C(1). It was stated
= Um (without proof) in MacNeill et al. (1994) that for
and n- o,
1 .
dla{ J‘ hd/‘l . J‘hd/‘l }' {nTn(Enxn)(t,S) -(t,S)D |}n21 EI? —
uf uls {B.(t,s):(t,5)01}.

respectively. Consequently, in contrast to theHere, the notatio Y — stands for the convergence

standard. Brownian sheet, ) the processm distribution in the sense of Billingsley (1999,
{B,(t,9):(t,9) 01} does not constitute a process 20—22. The object of this paper is to show this

with stationary increments having sample paths irconvergence result.
C(l).

In the future the continuous functional of th- 2. TIGHTNESS IN C(l)
generalized standard Brownian sheet such as

K:= sup Bh(t,s), Let = be a metric space art8. be the Boreb-
Ost,s<1 algebra over= . A sequence of probability measures
KS:= sup ‘Bh (t,s)‘, (Pn)nzl on a measurable spa¢g, B.) is said to be
Ost,s<t

tight, if and only if for everyn >0 there exists a
compact subseK [ =, such thatP,(K)=>1-7,

[0n=1. Correspondingly, a sequence of random

take important role in establishing asymptotic mede functions (X} - Q — = is fight, if and only if

check or change-point problems for heteroscedastithe sequence of their distributions is tight.
spatial linear model, see MacNeill et al. (1994) an  We refer the reader to Park (1971) for theopr
Somayasa (2007). of the following result.

For a fixed natural numben, let O™ be the ,
space ofnxn real matrices. The linear operator Theorem 1.Let {Xn(t,s):(t,s)DT HiN }nzl be a

T :O™ - C(l), such that for every matrix Sequence of stochastic processes induced by a
omn sequence of random functions (X,),s; : Q - = and
v [nd] ’ {X(t,s):(t,s)DTD DZ} be a stochastic process
ns| |nt : - : =
induced by a random function X :Q — =. Then
T, t,s) = a, +
n{Avn)(t,9 k2:1 El tk {X.t.9):ts)0TO0% TP

or
CR:=| Bﬁ(x, yM, (ax.dy )
|

Anxn = (83 )y =1

[ns] nt] {Xt9):(t,s)0TO0% for n -
(nt =[nt]) > + (ns-[ns]) Y a A oo
1 Itk /210 e () s tight and if the sequence of finite
*(”t‘[”t])(”s‘[”S])a[nt]+1[ns]+1’(LS)D' dimensional distributions of (X,),,, converges
is called the partial-sumsoperator, where weaklytothoseof X ,for n — oo,
[x] =max{n0Z:n<x}. In this case we set The modulus of continuity of a function

To(Axn)t,9) =0, if t=0 or s=0. Let fUC() is defined as a function
W, :(0) - O,,, such that for everyd (01,

defined on the spacéQ,l,P) whose components Wi (0) = H(tl,sﬁ(ﬂgz)ugjf t.8)=f(ts),  where

are mutually independent withE(e,)=0 and |ih is the Euclidean norm. For a fixed O (01),
var(g, )=h(¢/n,k/n), 1< ¢,k <n. By means of

_ n,n nxn ,
Enxn = (&) p21 k=1 00 be a random matrix

W, (J) can be regarded as a continuous function of
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f OC(l) denoted by W(f,d). Hence, it is (%Tn(Enxn)(tpSl),"w%Tn(Enxn)(tp'Sq))T HEN
measurable oC(1). (Bh(t 8). - B, (t s))T

The following theorem reduces the tightness
condition of Theorem 2.1 into a more simple one.2nd
The proof is presented in Somayasa (2007), p. 123-Hmlim supP{a)D Q:WQET, (E,(w)),0) 2 é‘} =0
124, in which a generalization of the result due to™ " . N
Theorem 3.1 in Billingsley (1999) was made from. for every £>0. For the first condition, let us

n-oo

one to higher dimensional situation.

Theorem 2. Let {Xn(t,s):(t,s)DI}nZl be a
sequence of stochastic processes induced by a
sequence of random functions (X)) :Q - C(I)
and {X(t,s):(t,s)DI} be a stochastic process
induced by a random function X : Q — C(1). If for
finitely many distinct points (tl,si),---,(tp,sq)Dl ,

p.qUN,
(Xn(tl’s.l.)"" ’ Xn(tp,sq))T

n=1

0~ (X (4, 8),+ X (t,.5))

as n- o, and  for every >0,
I}n?)lim supP{a)D Q:W(X,(w),0) 2 5} =0, then
for N o, {Xn(t,s) (t,s) 0T O Dz}nzl T? -

{X@s):@ts0TODO%.

3. MAIN RESULT

In what follows we present and proof the tieao
stated in MacNeill et al. (1994) by means of the

Lindeberg’s central limit theorem.

- n,n nxn
Theorem 3.Let Epxp = (‘gﬁk)ﬁzlk:lm O be a

consider a single poifit,s) 11, by the definition,
we have T (B, )(t,S) =+ Sujng] * £ @nrs: Where

[ns]
wn,t,s = (I’lt - [nt])kzzlg[nt]+_']_1k +

t
(rs )3 o
(nt - [nt])(ns - [ns])e[m] N

NS nt
and S = E‘s‘/k . By the strong law of large

k=1 /=1
number, it holds ty, ;O -0, for n - .
Furthermore, let

ns nt
B2 = vaSugn) = E E h(¢/n,k/n).

k=1 /=1
Since IimB, =, then for every £>0,
limL(e) =0, where
[rs] [t] 2 s
Le)=2> > [P
B ER:Y

and P*« is the distribution ofe, on O . Hence, by

the Lindeberg’s central limit theorem and Slutsky’'s
theorem, we get

% qnt][ns] D@ - N(Ol j h dA| J ’
[0}oss]

random matrix defined on the spad@,[,P) whose

components are mutually independent withfor N — oo. This together with the preceding results

E(e,)=0  and  varg,)=h(¢/nk/n), MY
1</,k<n,whereh:l - 0O, is a function which 1T (E,)(t,9) (TP N{O, jhdA'J
has bounded variation in the sense of Vitalilon [0t]x[0.s]

Then, forn — oo,
{%Tn(Enxn)(t,S) (t,s) O I}nzl .
{B.(t.9):(t, 9 O1}.

which is the distribution oB, (t,s) .

Consider now any two distinct poin(t,s)
and (t,,S,) in |. Suppose first thatt, <t, and
S, <S,. We are to prove that fan — o,

We shall proof this theorem by showing that (%Tn(Enxn)(tl’Sl)!%Tn(Enxn)(tzlsz))T

1 .
{ﬁTn(Enxn)(LS) (ts)U '}nzl T - (B, (t,5). B,(t,.S,))

sufficient conditions of Theorem 2.2, i.e., for any which follow by the analogous argument to the sing|
choice of distinct points (t;,s), - (t,,S) U1,  point case, if fom — oo,

p,qUIN, it holds

Proof:

satisfies the



4 Wayan Somayasa

(% %ntl][nsl] ’% %ntz][nsz] )T F{V\/(ﬁ‘l;(qu),J\/é) > 35}
Dj%{N{o, | hdA,J,N(O, | hdAD ' S; ;P{Gggﬁﬂ(ﬁm)(t,S)—%E(Em)(tf_l,sﬁ)25}

[ot]0.5] ot o] whenever lrr}in(t/ ,.)20, min(s,—s._) =29,
</<p

Since I<k<q

(& S 2 Ssl) =

for 0>0. Let us chose forO</<p and
0<k<q, t,:=m,/n and s :=m./n, where m,

1 1 -1 +1 i ‘

(n S[nltd[nsl]’ v Stot Ins,] 1 & o s, 1n %nﬁ][nsl]) ’ and m, are integers that satisfy the conditions
where S pns] @A 5 S fns,] “w Sulins] @€ 2 My < my < <m, <..<m =n,
mutually independent, then by the Cramér-Wald -1 p

technique (Billingsley, 1995, p. 382), for — o 0= mo < ml< < mlg _1< m‘g < < m;] =n.
(% qml][n%],% S s -1 qml][n%]) Then by the definition of partial sums, we get

[@H{N(Q jhdA,J,N(o, [has, - jhd/ln' PWAT,(E,.).0v2) > 3¢}

q p )
[os}{os] [oHos]  [ouMos] < Z Z P, max|§, -S . |2€n
Hence, by applying by the Cramér-Wald technique i | e e
?OrLCﬁ iginvsz t;:t right hand side of the last égual whenever m/n-m_/n>o and
_ i m'/n—m'_/n >0, for 1</<p and1<k<g,
(s St St = S+ S M=o, g q
oy - where S, : :i z . But by the independence
j= i=1
{R(Q J-hd/1I J %Q .[hdA, - .[hd)ll + jhd)l, B of {gij 1<i,j< n} we further get
(ot {os] [orMos]  [onMdos]  [onios] P{\N AT.(E,.),6 \/E) > 38}
=N O, '[hd)ll ,N| O, jhd/‘l . qa p )
jouHos] o Hos] <D D Py Mmax IS [=&n
. e Osiy<(m,—m,._ )
The result follows since O<i<(m,—m.;)
For further simplification we chosen, :=/m and
NG jhd’]' N G Jhd}h  =km' f integersmand m' that sati
loMos] o, os)] m, = or some integersnan at satisfy

has the same distribution with the vector ™ —M_=m=2nd and m -m_ =m=nd, for
(Bh(tl,Sl), 31(1:2,32))1-- The other cases can be 0</<p and0<k<g. Since the indexep and

handled analogously. Thus the assertion for twod  must satisfy (p-I)m<n<pm and
points follows. The set of three or more points ban (q-1)m'<n< pm’, we chose
treated in the same way, and hence the finite D= ]—n/m_|D MY L 1/3<2/0

dimensional distributions of I_ _‘
1 _ } and g:=|n/m|0MT-1/0<2/d. Moreover,
=Th(E t,9):(t,s)0 1

{n n(Enxn)(t,s):(t.s) n=1 since

converges prop<harly g g v the n/mOMF -1/0>1/20

To prove the second condition we apply t
following auxiliary result. For any family of “and n/mOTIT-1/5>1/25, then for every
rectangles £ >0 and largen, we have

{ = [t,l,t] [s]l, J] 1<|<p1<J<q} in |
and >0, where O—t0 ---<tp—1,
O:SO<~~<sq:1,ithoIds:



Construction of a h-generalized Standard Browniaee$by Means of Linderberg's Central Limit Theoren 5

PWET,(E,.).02) 2 3¢]

4 £+ mm
?P{%W F}

O<sksm'

< ﬂ P{maﬁsﬂ > A\/mm }

g’ 0<(<m

Osksm'
48/1
where A:=& /25 . The last inequality follows from

O</sm
£ O<ksm'

Etemadi's inequality (Billingsley, 1995, Theorem
22.5). Thus the second condition will follow if we

can show that

48N .
lim I|m 1SUp-- maxP{|S,|z 4™ =0,
Ao 0</<m i
Osksm'

which is the same with the condition

lim I|m supﬂorggr%( P{|s. =42} =0.
O<ksm'

By the Llndebergs central
Chebyshev's inequality, if’, and k, are large

enough such that, </<n and k, <k <n, then

we have
1 k /!
P{|Sék 2%} {WZ D& 2%”}

j=1 i=1

= PN (0D = ——4—
“los”
[ondA
< [o,t]x[o, s]
An?

for ZE<t<< and ¥l <s<X whereas for small
¢, and kA, where KA </<n and k, <k<n,
Chebyshev’s inequality gives the inequality

P{[s,|2 1= { }

k 4

9> Mh(i/n,j/n)

=1 i=1
n*A°

k /
D &2

=1 i=1

<

oM

<

<7
where M is the bound of the functionh.
Consequently,

limit theorem and

max P{|Slk| > A } is
0<s/<m
Osksm'

dominated by

[ond o
x0,s M
max [O*]/[]‘; LZ St

which directly implies that

I|mI|msup—2 xP{|ka An}
ocken

[onda
48 offos] M
gzymllr?qsmupmax el R
=0
This complete the proof of the theorem.

|

Corollary 1. Let (=,d) be a metric space with
metric d , and let B_ be the Borelo -algebra over

If g:c(l) - =

9T (Enxn) 08 - o(By),

asn — oo,

is continuous orC(l ,)then

However the continuity assumption gncan be

weakened as follows. LdDg OB be the set of

C(1)
discontinuity points of g and let W be the
probability measure oB, on (C(1),B;,). If g'is

measurable anW(Dg) =0, then

g(%Tn(Enxn)) Dﬁ N g(Bh) ,asn - oo,

4. SIMULATION

Based on Theorem 3.1 we can approximate the
sample paths o{Bh(t,s):(t,s)D I} with those of
the sequence of partial sums processes

1 : -
{ nTn(Enxn)(t,s) (t,s)0 I}nzl’ see Figure 1.
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N=20, e_ij-N(O,jl"2) N=25, e_i-N(Oiii'2) variance given by the functiom(t,s) =ts, for
‘ (t,s)01 .

0%
R
SO
e
aﬁ%&%ﬁ(‘!’ii‘!‘"\?‘“
0

B

.2 0.4

B_h(ts)

04-0270 0

Begi n al gorithm

B_h(t,s)
.0.200.20.40.60.8 1

SRR IO

S

~

o > Step 1: Fixednin N
b2 Ot Step 2: GeneratéM i.i.d. pseudo random matrices

. Egi)n whose components in théh row and
fth column are generated from

N(o,h(ﬁ,ﬁ)), 1<j<M .
n'n
Step 3: Calculate

0.40.6

i 1
KUV = max ZTh(Enn)(%.K).
n ]Sf,kSnn n( nxn)(n n)
Step 4: Calculate the simulatgi— a -quantiles of
Figure 1. Approximated sample paths of K: Sort allM values of Kr(lj) in ascending
{Bh(t's) ()0 I} order. LetKr(]M:J) be thg’'th smallest value,
The simulation is developed by using the _ (M1 (M:M) _
software package S-PLUS for several sample sizes, le. Kp <---<Kp 77, the simulated
i.e.,n =20, 25, 30 and 40 in which the components (- a) of K is given by
of E are generated from normal distribution with M (-
nxn . . . _ kMM@=2) it ma-ayon:
mean zero and variance given by the function Qg = [ ]
h(t,s) =ts, for (t,s) 01 . The figure shows that the a K M:M{1-a) )+1,otherwise.

sample paths oi{Bh(t,s):(t,s)Dl} are typically

unbounded in variation as well as not differengabl End al gorithm
on .

By Corollary 1, we can also approximate theWe note that the _algorithm _is given for _the
quantiles of the statistic& , KS, and CR defined =~ Kolmogorov type statistic only since the algorithm
in Section 1 by using Monte Carlo simulation by thefor other statistics can be congtructed analogously
fact that forn - o, The constantsiil_a, al—a’ and Yy presented in

max 1_|_ E )(g k) DB U €9 Table 1 are real numbers that satisfy the condition
1</kspn M DX ﬁOSt,SpSlBh T PK=2g_,t=a, PKS2§_,}=a  and
P{CR > ﬁ—a} =a.

max JlT € LK

D[B—» sup ‘Bn(t,s)
=l

1<ksnn XN 0<t,s<1

and

PR “(1 zk)2

~ ZoZoin MDB*{ I%(t’s)/ll (deas.

The following algorithm is applied to
approximate (1-a)x100% quantiles of the
Kolmogorov type statistic (K), for preassigned \edu
of a(01). The simulation results developed by

using the software package S-PLUS for the
statisticK , KS and CR under several choices of
sample sizes and are presented in Table 1. For the

simulation we generate the components Efxn
from normal distribution with mean zero and
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Tablel 1 Approximated quantiles of K,KS, and CR

(1-a)
0.500 | 0.650| 0.750 0.800 0.850 0.900 0.950 0.975 900{9
C,, | 0:3726| 0.4573| 0.5171| 0.5594 0.6044/ 0.6716| 0.7326| 0.7761 0.8482

M =500

n=20| g,, | 0-5356| 0.5867| 0.6318| 0.6712| 0.7095| 0.7552| 0.8125| 0.8675| 0.9373

t_, | 0-0216| 0.0268| 0.0335| 0.0376| 0.0427| 0.0526| 0.0725| 0.0954| 0.1246

C, 0.3984| 0.4801| 0.5362| 0.5731| 0.6139| 0.6647| 0.7578| 0.8433| 0.9537

n=30| q,_, | 0.5384| 0.6010| 0.6511| 0.6659| 0.7060| 0.7398| 0.8121| 0.8505| 0.9062

fl_a 0.0212| 0.0268| 0.0341| 0.0383| 0.0451| 0.0566| 0.0702| 0.0951| 0.1189

C., | 0-4400] 0.5193| 0.5732| 0.5993| 0.6504 0.7008| 0.7690| 0.8048| 0.8824

n=40 | qg,_, | 0-5429| 0.6133| 0.6612| 0.6857| 0.7185| 0.7674| 0.8325| 0.8734| 1.0074

fl_a 0.0211] 0.0272| 0.0336| 0.0399| 0.0463| 0.0543| 0.0723| 0.0829| 0.1076

5. CONCLUSION

The stochastic proceigBh(t,s):(t,s)D |} can MacNeill, B., Mao, Y. and Xie, L. 1994. Modelling

- Heteroscedastic Age-period-cohort Cancer
be constructed as the limit process of the sequence Data. The Canadian Journal of Statistics, 22

{ET (E._ )ts): 90 |} (4): 529—539. .
n N nxn n>1 Park, W.J. 1971. Weak convergence of probability
by applying the Lindeberg’s central limit theorem measures on the function spe@[ao,l]z.J. of
and the notion of weak convergence of a sequeince o Multivariate Analysis. 1: 433—444.

probability measures on a metric space. It is als?(uelbs, J. 1968. The Invariance Principle for a
shown by this result that thie-generalized standard Lattice of Random VariableThe Annals of
Brownian sheet exists. As by products the quantiles Mathermatical Statistics. 39(2): 382—3809.

of the Kolmogorov, Kolmogorov-Smirnov and
Cramér-von Mises type statistics which are very
important in change-point as well as in model-check
problems can be approximated by simulation.
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INTISARI

Makalah ini membahas tentang pemodelan dan penemtaktu penyelesaian siklusycle layanan
jaringan antrian fork-join taksiklik dengan kapasitpenyangga takhingga, dengan menggunakan
aljabarmax-plus Hasil pembahasan menunjukkan bahwa dinamikaganirantrian fork-join taksiklik
dengan kapasitas penyangga takhingga dapat dinzodéd& dalam suatu persamaan matriks atas
aljabar max-plus Dapat ditunjukkan pula bahwa waktu siklus layafetngan antrian merupakan
eigennilaimax-plusdari matriks pada persamaan terse Gii.

Kata kunci: aljabar max-plus, eigennilai max-plyaringan antrian fork-join, waktu penyelesaian
siklus layanan.
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Email : ‘rudhito@staff.usd.ac.idswahyuni@ugm.ac.idari_suparwanto@yahoo.coffsusilo@staff.usd.ac.id

ABSTRACT

This paper aims to model and determine the sersyode completion time of noncyclic fork-join
queueing networks with infinite buffer capacity,ng max-plus algebra. The finding show that the
dynamics of the noncyclic fork-join queuing netwsnkith infinite buffer capacity can be modeled
into a matrix equation over max-plus algebra. We alao show that the service cycle completion time
of queuing networks is a max-plus eigenvalues efrtiatrix in the equation.

Keywords: max-plus algebra, max-plus eigenvaluesk-jpin queueing networks, service cycle
completion time.

1. PENDAHULUAN terpisah, kemudian digabungkan kembali di titik
tujuan jaringan tersebut hingga diperoleh pesan
Jaringanfork-join merupakan salah satu sistem seperti semula.
antrian yang memungkinkan pelanggamustomey Dalam pembahasan jaringan antrian dapat
terpecah menjadi beberapa bagian, dan digabungjasumsikan bahwa kapasitas penyanggaffén
kembali menjadi satu setelah pelanggan melaluiakhingga atau berhingga. Pemodelan dinamika
sistem tersebut. Sistem seperti ini banyak dijumpajaringan dengan menggunakan aljabarax-plus
pada proses produksi dalam industri, pengirimardapat memberikan deskripsi yang lebih kompak dan
pesan dalam jaringan komunikasi, dan pemrosesaerpadu (Baccelliet al, 1992). Di samping itu
data dalam sistem komputer multiprosesor. Sebaggemodelan ini juga memudahkan dalam hal
gambaran dalam jaringan komunikasi, pesan terpecatomputasi numeriknya. Pemodelan jaringan antrian
menjadi paket-paket yang disampaikan melalui jaludengan menggunakan aljabaax-plustelah mulai

8
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dibahas dalam Krivulin (1994, 1995, 1996a, 1996b).  Lebih lanjut R,, 0, () merupakan semilapangan
Dalam Krivulin (1994) telah dibahas pemodelan(semifield, yaitu bahwa R, O, 0) merupakan
untuk antrian jenis G/G/1. Pemodelan dan evaluasiemigelanggangsémigelangganjgkomutatif dengan
kinerja, yang meliputi waktu sistem pelanggan darkondisi untuk setiapa O R terdapat-a sehingga
waktu tunggu pelanggan, untuk sistem antriaerjakua O (-a) = 0. Rmax: = R O, O) disebut
tandemtelah dibahas dalam Krivulin (1995). Dalam denganaljabar max-plus yang selanjutnya cukup
literatur tersebut pembahasan secara eksplisit bagjtyliskan dengan Rma Dalam hal urutan
dibahas untuk sistem antriaiandem dengan pengoperasian (jika tanda kurang tidak dituliskan),

kapasitas penyangga takhingga. Dalam Krivulingerasi mempunyai prioritas yang lebih tinggi dari
(1996a) untuk jaringan antriafork-join taksiklik pada operasil. Pangkatk dari elemenx O R
dengan kapasitas penyangga takhinggelah

diberikan persamaan dinamika keadaastate dinotasikan dengan kadidefinisikan sebagai
dynamic equation secara eksplisit, dan sistem berikut:

antrian tandem dipandang sebagai kejadian 0o,

khususnya Persamaan keadaan dinamik Secar%an
eksplisit untuk jaringan antriafork-join taksiklik

d ! : ok Ok-
engan kapasitas penyangga berhingga telah X- =x0 X ,
diberikan dalam Krivulin (1996b). Pemodelan yangdan didefinisikan pula
dilakukan dalam  Krivulin ~ (1996a, 1996b), 0o
diasumsikan bahwa pada waktu awal jaringan £ =0
beroperasi, penyangga tidak selalu kosong. dan

Makalah ini akan membahas pemodelan dan ng: ¢, untukk=1, 2, ...

kinerja (erformancg jaringan antrian fork-join Operasi[] dan [ pada Ry di atas dapat

taksiklik dengan kapasitas penyangga takhingQayineriuas untuk operasi-operasi  matriks dalam
dengan kondisi pada awal jaringan beroperasi, .,

penyangga dalam keadaan kosong. Pemodelanmax: "
dilakukan dengan pendekatan aljabarax-plus  didefinisikan

Kinerja jaringan yang dibahas adalah analisis wakt (A0 B); =A; UB;
penyelesaian siklus layanan jaringan antriandan
dikaitkan dengan eigennilaialjabaax-plus

nxn
max

Khususnya untuk matriks dalanR

n
(ADB); = []AUBy.
k=1

Didefinisikan matrikE OR™"

max’
Dalam bagian ini dibahas konsep dasar aljabar 0, jikai=]j
max-plusdan kaitannya dengan teori graf yang akan €i:= {
digunakan dalam pembahasan untuk bagian-bagian .
selanjutnya. Materi lebih lengkap dapat dilihat pad dan matriks
Baccelliet al. (1992), Krivulin (1996b), dan Rudhito EORMY ,(£)j=¢
(2003). untuk setiapi danj . (Rye, O, O) merupakan

DiberikanR, : = RO{& } denganR adalah : o
semigelanggang sémirin idempoten  dengan
himpunan semua bilangan real damg : = —0. Pada g ggang s 9 P 9

R . didefinisikan operasi berikutla,b O R, a [ b elemen netral matrik€ dan elemen satuan matriks
'= max@, b dan alb:=a+b. (R, 0,0) E. Pangkak dari matriksA 0 R, dalam aljabar

max

merupakan semigelanggang komutatif idempOte'?nax-plusdidefinisikan dengarADo: E, dan ADK =
dengan elemen netral= —c dan elemen satuam=

2. ALJABAR MAX-PLUS DAN TEORI GRAF

€, jikai # j

0, yaitu bahwﬂa,bD RE berlaku: A O A.Dk_l untuk k = 1, 2, ... . Selanjut.nya akibat
) al0b=bOa @ObOc=al (b0 ) sifat idempoten operasil, untuk setiap A 0O
alle=a Ry berlaku(EOA)Y =EOAD ...OA

i) (@aldb)dc =al((M0Oc), alle =a+0 Suatugraf berarah¢ didefinisikan sebagai suatu
= 0+a=ela pasangang = (V, A) denganV adalah suatu

i) alle =¢0a. himpunan berhingga takkosong yang anggotanya

iv) @0b)0c=@0c0MGOc,ald(Uc) disebuttitik danA adalah suatu himpunan pasangan
=g¢Ub)0@0O0). terurut titik-titik. Anggota A disebutbusur Suatu

v) alb =b0a dan ala=a lintasan dalam graf beraraky adalah suatu barisan

berhingga busuii{, i), (i, i), ... , {4, i}) dengani,
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iv) O A untuk suatu O N (= himpunan semua Berikut diberikan suatu interpretasi dalarorite

bilangan asli), dank =1, 2, ... | — 1. Untuk suatu graf untuk pangkak matriks A O Rp. dalam
lintasanp, panjang lintasanp didefinisikan sebagai aljabarmax-plus Diberikan ADR™ . Jikak 0 N
banyak busur yang menyusym dan dinotasikan ’

max *
. . k k
dengan|g|, . Suatu lintasan disebuirkuit jika titik ~ maka unsur ket dari matriks A" adalah(A™")

awal dan titik akhirnya samaSirkuit elementer = i max (At = *A L TALD =
adalah sirkuit yang titik-titiknya muncul tidak ieb 112 lk-1=0
dari sekali, kecuali titik awal yang muncul tepaad ~ _ Max <n( At At o HAG) untuk
kali. Suatu graf beraraj = (V, A) denganV = {1, L2k
2, ... ,n} dikatakanterhubung kuajika untuk setiap  Setiap s, t. Karena (A (+A, j+ -+A; )
i,j OV, i#]j,terdapat suatu lintasan darikej .  adalah bobot lintasan dengan panjdnglengant
Suatu graf yang memuat sirkuit diselgraf siklik ~ sebagai titik awal das sebagai titik akhirnya dalam
3?3111%(2; t:E;Llfikgraf yang tidak memuat SIrI(Ultg(A), maka(ADk)stadaIah bobot maksimusemua
Untuk setiap graf berarah= (V, A) dengann lintasan dalamg(A) dengan panjand, dengant
. FAfini ; nxn sebagai titik awal das sebagai titik akhirnya. Jika
t|t.|k, didefinisikan sugtu matrike D Rimax '+ YaN9 " idak ada lintasan dengan panjdndarit ke s, maka
disebut denganmatriks kedampingandari graf

b d i dalah bobot maksimum didefinisikan sama dengan

erarahg,, engar?.unsgr.unsurnya adaia Sekarang diperhatikan bobot rata-rata maksimu

_ ] 0, jika(j.i)TA; sirkuit elementer, dengan maksimum diambil atas

e, jika (j,i)OA. semua sirkuit elementer dalam graf. Diberik&n
Diberikan graf beraray = (v, A) denganv =  URpa, dengan graf presedennga(A) = (v, E ).

{1, 2, ..., p}. Graf berarahg dikatakarberbobotjika ~ Bobot maksimum dari semua sirkuit dengan panjang

setiap busurj(i) O A dikawankan dengan suatu k dengan titiki sebagai titik awal dan titik akhir

bilangan realA;. Bilangan real A; disebutbobot  galamg(A) dituliskan sebaga(ADk)“. Maksimum

busur {, i), dinotasikan dengamw(j, i). Dalam i bob ksi irkuit d :
penyajiannya dengan gambar untuk graf beraral ari bobot maksimum semua sirkuit dengan panjang
dengan titiki sebagai titik awal dan titik akhir

berbobot, busur diberi label dengan bobotnya. N
s k
Didefinisikan graf presederdari matriksA O R dalam G(A) atas seluruh titik adalah [ ] (A7),

adalah graf berarah berbobg(A) = (V, A) dengan =

V ={12 ...n}, A ={(,1) |w(@,j)=A;# €} yang dapat dituliskan sebagai tr(m@k) dan rata-
Perhatikan sebaliknya bahwa untuk setiap graf K .
berarah berbobotg = (V, A) selalu dapat ratanya adalah (1/k) tracgq A”"). Kemudian

didefinisikan suatu matrik& OJR™" , dengan diambil maksimum atas sirkuit dengan panj&msgn,
C oy . yaitu atas semua sirkuit elementer, diperolehusuat
A = W(j,i), jika (j,i)OA rumus untuk bobot rata-rata maksimum sirkuit

' e, jika (j,i)O0A. elementer dalang(A) (dinotasikan denganma(A)),

Jelas bahwa graf berarah berbobot tersebut e _ 0k
merupakan graf preseden dari sebagai berikutima(A) = |ka1 [(1/k) trac A=) 1.

Diberikan graf berarah berbobgt = (v, A) Suatu sirkuit dalam graf disebut skuit kritis

dengarV = {1, 2, ... ,n}. Bobot suatu lintasap=1i1  jika bobot rata-ratanya sama dengan bobot rata-rata
- Iz » .. - i didefinisikan sebagai jumlahan maksimum sirkuit elementer dalay Suatu graf
bobot busur-busur yang menyusanBobot lintasan  yang terdiri dari semua sirkuit kritis dari graf

p dinotasikan dengarof . Untuk matriks A O  disebutgraf kritis dari ¢ dan dinotasikan dengagi.
Berikut diberikan definisi dan teorema yang

Rinax, bObOL suatu lintasalintasan o =iy — iz ~ ;0 yhtiannya dapat dilihat dalam Rudhito (2003).

max !

-~ i dalam graf presedeg(A) adalah|g| =

Teorema 1. (Baccdlli, et al., 2001). Diberikan A /7
may - Jika semua sirkuit dalang(A) mempunyai

max *

p, dinotasikan dengafp| , didefinisikan sebagai popot nonpositif, maka

A, i, tA, i, T T A, i_, - Bobotrata-rata lintasan

-1
=14, Opzn, A" < EOAD--0 A"".
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Bukti : lihat Baccelliet al. (2001) atau Rudhito Dari Teorema 2 dan 3 dapat disimpulkan bahwa
(2003). " untuk A OR”" Anaf{A) merupakan eigennilai

max?

Berdasarkan Teorema 1 di atas didefinisikarg:ﬁlg?ga?ax]gmz_g?nk:ml;rgngmatg:zgnp" Bn?éllle(ll:]tdasi

g;;?rqs'i blintaBng[oelulmu; Qatrzigglbeg‘fgt mkl N pembahasan selanjutnya.
inisi 1. (Baccelli, etal., 2001) Diberikan Lema 4. Jka A [ R™ adalah matriks

RM™ dengan semua sirkuit dalagfA) mempunyai max

max

bobot nonpositif . Didefinisikan kedam||(oingan graf berardah taksikig rgalk 6:]Amq =€
. on o+ , untuk semua o> p, dengan p adalah panjang
q A=EDAD--OA O A 0 lintasan terpanjang darg.
an
A=ADA. Bukti:

o _ . _ _ Perhatikan bahwa untuk matriks kedampingan di
Definis 2. (Eigennilai dan eigenvektor aljabarax-

plug). Diberikan A R . SkalarAd O Ry, disebut

max *

k
eigennilai aljabar max-plus matrika jika terdapat (A" )=, Max LCALHA et AL,
suatu vektov OR} . denganv # &, sehinggaA [

max
v = A 0 v. Vektor v tersebut disebut eigenvektor

aljabar max-plus matriké yang bersesuaian dengan dan hanya jika ada sedikitnya satu lintasan dengan
1 panjangk, dengans sebagai titik awal dahsebagai

titik akhirnya. Andaikan graf berarah di atas ikli

Berikut teorema yang memberikan eksistensNaka selalu dapat dibuat lintasan pada suatu
. - . xn sirkuitnya dengan panjang berapa pun. Hal ini
eigennilai aljabamax-plusuntuk setiapgA O R

max *

atas, unsur ketdari matriksADk adalah

untuk setiaps, t. Perhatikan bathADk)sti ¢ jika

berakibat bahwaa® # £, untuk semug =1, 2, ... .
Teorema 2. (Baccelli, et al., 2001). Diberikan A  Jadi jika graf beraraly di atas taksiklik, maka™"=

R Skalar Ana(A), yaitu bobot rata-rata g untuk semuay > p, denganp adalah panjang
maksimum sirkuit elementer dalag(A), merupakan lintasan terpanjangnya. [
suatu eigennilai aljabar max-plus matriks A.

Lema5. Diberikan A7 R, danb /R, dengan

unsur-unsurnya positif atau sama dengan Jika
graf, dengan matriks A merupakan matriks
kedampingannya, taksiklik, maka persamaan A

Dalam Rudhito (2003) dijelaskan bahwa jikikti =/ X &/ b mempunyai penyelesaian tunggal. Lebih

: : o o
i menyusun busur dalam sirkuit kriggs dalam G(A) lanjut penyelesaian dl_berlka_m olet= (E DA) b,

: . . dengan p adalah panjang lintasan terpanjang dalam
, maka kolom ke- matriks B merupakan graf tersebut.

eigenvektor yang bersesuaian dengan eigennilal
AmaA), dengarB = Ano(A) O A, danB = EO B Bykti:
0...0B2" Dengan mensubstitusikanpada persamaan di atas

Berikut  diberikan suatu teorema yangS€banyakkali (q> p) diperoleh

memberikan syarat perlu eigennilaialjalmaax-plus Substitusi ke-1 :
suatu matriks. x =A0OAOxOb)Ob

_a02
=A Ox OAObODb

Bukti:
lihat Baccelli,et al.,(2001) atau Rudhito (2003).
|

Teorema 3. ( Baccelli, et.al., 2001) Diberikan A

_ aD?2
[JRY" . Jika skalard /7R, merupakan eigennilai =A" OxOEDAUD
aljabar max-plus matriks A, maka merupakan Substitusi k§-2. )
bobot rata-rata suatu sirkuit dalag(A). x = AP Ox O (EOADO AP ) O b.
Bukti: Substitusi keg :
lihat Baccelli,et al.(2001) atau Rudhito (2003).

x = AT 0x OEDAD--0DA™)Ob.

Mengingat graf di atas taksiklik maka™™ = & ,
untuk semua > p, sehingga diperoleh
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Dengan notasi aljabanax-pluspersamaan (1) dan

= .0 A% = P
x=EODAD-OA ")Ib=EDATCD. ég) dapat dituliskan sebagai berikut

Dari proses mencari penentuan penyelesaian di at

nampak bahwa penyelesaian tersebut tunggal. m d(k) =t 0 a(k) O tic 0 ai(k=1) )
[] d,(k), jika P() % ¢

3. MODEL JARINGAN ANTRIAN FORK-JOIN a(K) = 4 iora) L (4)
TAKSIKLIK £,  Jika P(i) =@

Misalkan d(K) = [ dy(K) , d(K), ... ,du(K)]", a(k) = [
Pengertian tentang jaringan antrifork-joint  ai(K) , @x(K), ... ,a,(k)]" dan
berikut mengikuti dalam  Krivulin  (2000). t £
Diperhatikan suatu jaringan dengantitik pelayan I= :
tunggal 6ingle-server dan pelanggan kelas tunggal
(single-clasy. Struktur jaringan antrian ini dapat € Lo
dinyatakan dengan graf berarah taksiklik (N, A) Persamaan (3) dan (4) di atas dapat dituliskan
dengan busur yang ditentukan oleh rute transisimenjadi

pelanggan. Untuk setiap titik 0 N, didefinisikan d(k) =Tk O a(k) O Ty O d(k -1). )
himpunan pendahulu (predecessojs dan penerus a(k) = G O d(k), (6)
(successobstitik i berturut-turut dengaR(i) = {j| dengan matrik& yangunsur-unsur adalah
G,i)) DA) dans(i) ={j|G,i) OA). _ | O jika jOP();

Untuk setiap titiki O N terdiri dari sebuah $ £,untukyanglain.

pelayan dan penyangga dengan kapasitas takhinggaerhatikan bahwa G merupakan  matriks

yang bekerja dengan prinsigirst-in First-Out oqampingan dari graf stuktur jaringan antrian.iDar

(FIFO). Pada waktu-awal jaringan bekerja persamaan (5) dan (6) dapat dituliskan persamaan
diasumsikan bahwa pelayan bebas pelanggan, d(K) = Te0 G O d(K) 0 T d(k 1), 7)
penyangga untuk semua titik denganP(i) # [
dalam keadaan kosong, sedangkan penyangga litier ema 6. Diberikan jaringan antrian fork-join tak
yang tidak mempunyai  pendahul®(i) = 0)  gjkiik dengan graf struktur jaringannya yang
mempunyai takhingga banyak pelanggan. . mempunyai panjang lintasan terpanjang p dan

Operasifork pada titik i diawali setiap kali 4iriks kedampingan G. Persamaan keadaan
layanan sebuah pelanggan selesai dan dipem'eéksplisitjaringan tersebut adalah
beberapa pelanggan baru untuk antrian berikutnya. d(k) = A(K) O d(k -1) @8)
Banyaknya pelanggan baru yang muncul padaititik dengan AX) = (E 0 (T, 0 G))° T;(
sebanyak titik dalang(i). Pelanggan-pelanggan baru '
ini secara serentak meninggalkan titidan menuju Bukti:
titik-titik ] O (i) secara terpisah. Opergsin pada Dari Hasil pada persamaan (7) dapat ditulisid(k)
ttik i terjadi saat pelanggan-pelanggan datang K& 1. ) 1 g 0 (T, 0 d(k -1)). KarenaG adalah
_t|t|k |, tidak hanya d.' menunggu di penyangga, tetapp, .o kedampingan graf taksiklik dengan panjang
juga menunggu sedikitnya satu pelanggan dari setiap
titik j O P(i) datang. Segera setelah pelanggarintasanp, maka menurut Lema 4G™"= € untuk
datang, bersama satu pelanggan dari setiap titisemuag > p. Akibatnya T, 0 G))? = £ untuk semua
pendahulunya, mereka bersatu menjadi saty > p. Selanjutnya menurut Lema 5, persamaan ini
pelanggan dan masuk dalam penyangga dalamempunyai penyelesaian
pglzyan be_rli(kutnbyaH Dalam _pgnﬁoperalsian jaringan d(K) = (EO (T« O G))°O (T« O d(k -1))
ini diasumsikan bahwa perpindahan pelanggan antar - p _
titik tidak memerlukan waktu. (ED (M) 0 T Odlk~1)).

Misalkan a(k) menyatakan waktu kedatangan
pelanggan ké-pada titiki, d(k) menyatakan waktu Contoh 1.

keberangkatan pelanggan kepada fitiki, dantic  jaringan antriarfork-join taksikiik dengann = 5

menyatakan lama waktu layanan untuk pelanggaﬁiperlihatkan dalam Gambar 1 berikut.
kek pada pelayan. Diasumsikan jaringan mulai

beroperasi pada nol waktu, yaitu baht(@) = 0 dan
di(k) = ¢ untuk semu& < 0,i = 1, ...,n. Dinamika
antrian pada titik dapat dinyatakan dengan
d(K) = maxgi + a(k), ti + di(k-1)) , (1)
max(d; (k)), jika P(i) # @,

w0 = O e e @
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panjang lintasan terpanjangnygaringan

13

(@] [2 ¢ € € ¢ 21 [4
d, (2 E 3 € € ¢ 3 6
d,@|=|7 &€ 5 ¢ £|0|7|=|12
d, (2 6 7 ¢ 4 ¢ 7 (11
d;(2)| |10 10 8 7 3| |10/ |15

Dengan menggunakan progr:am_M;ltIa{b,_diperoleh
perhitungan hingg& = 30, seperti dalam Tabel 1
berikut.

4. EVALUAS KINERJA JARINGAN ANTRIAN

Diperhatikan waktu penuntasan siklus layanan
jaringan sebagai barisan siklus layanan: siklus
kepertama mulai saat waktu awal, dan berakhir
segera setelah semua pelayan dalam jaringan
menuntaskan layanan kepertamanya, siklus kedua
segera setelah semua pelayan dalam
menuntaskan layanan keduanya, dan

berakhir

1 :t'QS 5
3k
_10 , A10—
tlk:2 4 t5k:3
S u'e
t4k=4
_10
t2k:3
Gambar 1.
Matriks kedampingan dari graf pada jaringan di atas
adalah
(e £ £ ¢ &£
E £ € € €
G|0 € ¢ ¢ ¢
0 0 ¢ ¢ ¢
e € 00
Nampak bahwa
adalah p = 2. Dari

persamaan keadaan

dengan
AK) = (ED (Tc0 G))*0 Ti

=(E0(MOG) O (T OGO Tk

I ty £ £

£ ty £

ty Oty £ ty
ty Ot ty Oty £ ty

|ty Ota Dty) Oty Dty Oty g Dty 1y Oty 1ty |

Misalkan lama waktu layanan untuk pelanggarkke-
pada pelayanadalah sebagai berikutix= 2, tx= 3,

d(k) = AKK) O d(k -1) ,

ta= 5,t= 4 dants,= 3, maka diperoleh

2 £ € € ¢
E 3 € ¢ ¢
AK\=|7 € 5 ¢ ¢&].
6 7 ¢ 4 ¢
110 10 8 7 3]
Sehingga untuk =1, 2 diperoleh
d; @ 2 £ ¢ € 0
d,® E 3 € € ¢ 0
d,@|=7 € 5 ¢ €|0/|0|=
d,@ 6 7 € 4 ¢ 0
|ds()| |10 10 8 7 3| [0] |10

&

M M M

persamaan (8) diperoleh seterusnya. Dengan demikan waktu penuntasan

siklus kek pada titiki adalahd, (k) , sehingga waktu
penuntasan siklus HKe- pada jaringan dapat
dinyatakan sebagai

miaxdi (k)

dengard(0) =0,i=1, ....n dank=0, 1, 2, ....
Selanjutnya waktu siklus layanan jaringan dapat
dinyatakan dengan:

_ 1
y= lim - -max(d; (k)).

Contoh 2:

Dari hasil dalam Contoh 1 pada Tabel 1 nampak
bahwa waktu penuntasan siklus Kkelari jaringan
tersebut adalalds(k). Perhitungan secara numerik
mengenaiy dari Contoh 1, diperoleh hasil seperti
dalam Tabel 2 berikut.

Nampak dalam contoh ini bahwa nilai

y = lim < max(d, (k)

= Iimi(d (k)) =5

= lim - (ds =5,
Dengan menggunakan program Matlabapat
ditentukan bahwa eigennilai aljabamax-plus
maksimum matriksA adalah A,.(A) = 5 dan
eigenvektor yang bersesuaian adalah
e € 0 ¢ 3.

Secara umum sifat yang muncul pada contoh-
contoh di atas diberikan dalam teorema berikut ini.

Teorema 7. Jaringan antrian fork-join taksiklik
kapasitas penyangga takhingga, dengan persamaan
keadaan eksplisit jaringan tersebut adaladi(k) =
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AK) Jdk 1), k =1, 2,
penuntasan siklus layanan

y= lim < max(d, (k) = AmalA09).

..., mempunyai waktu Selanjutnya diperoleh bahwa
dh(K) =max[ (A7), ] = Max (A, (A) "
J J

sehingga

yaitu eigennilai max-plus maksimum matriks A(k) maxd, (k) = max (max(()lmax(A))Dk)
tersebut. ' ' ! )

) e (A"
Bukti: Dengan demikian diperoleh bahwa
Perhatikan bahwa 1
d(k) = AK) O d(k 1) y = Jim * - max(d(k))

= AKK) O Ak-1)O ... OA(2) O A(2)) O d(0). =lim 1 (/‘max(A))Dk
Karena dalam tulisan ini diasumsikan bahwa koo K

Al) = A2) =...= AK)
dan d(0) =0, makad(k) = AT 00 , sehingga = liim% (K ax(A) = A (A)
di(k) = max[(ADk)ij] . "
J
dan

maxd, (k) = max {max[( A )I}.
i i j

Bobot rata-rata maksimum sirkuit elementer dalam
graf presednen matrik&tersebut

Al A) = |k]:1((1/ k) tracq A7) ),

yang merupakan eigennilai aljabamax-plus
maksimum matriké\. Oleh karena itu berlaku
AT OV = (A (A OV,
untuk suatu eigenvektony'. Hal ini berakibat
* k *
max((A”); 0 %) = (pa(A)7" O max(v))

denganmax(Vv;) # €. Vektor —max(v;) 0 V' juga
J J

merupakan eigenvektor yang berkaitan dengan
eigenvektorin,(A) di atas, dengan

-max(v;) 0 max(v;) = 0.
J J

Tabel 1. Hasil Perhitungai{k)

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9] 10| 11| 12| 13| 14| 15
d, 2 4 6 8/ 100 12 14 16 1B 20 22 2?24 P6 |28 |30
d; 3 6 9| 12| 15 18§ 21 24 27y 30 33 B6 B9 |42 |45
ds 7] 12| 17| 22| 279 32 3y 4R 47 52 b7 B2 67 |72 |77
d, 7] 11| 15| 190 23 27 31 3 39 43 47 b1 55 |59 |63
ds| 10| 15| 20, 25 30 3% 4 45 50 55 B0 B5 |70 |75 |80
k 16| 17| 18| 19| 20| 21| 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30
d | 32| 34| 36| 33 40 42 44 46 48 50 b2 B4 |56 |58 |60
d| 48| 51| 54 57 60 63 66 69 42 Y5 |8 B1 (84 |87 |90
d; | 82| 87| 92| 97 102 10y 112 117 1p2 127 132 (42 |147 |1BY
dy| 67| 71| 75| 79 83 87 91 95 99 103 1p7 1311 115 P19 123
ds| 85| 90| 95 100 10% 11p 115 120 1p5 130 135 (140 |14% |15

Tabel 2. Hasil Perhitung

k 1 2 3 4 5 6 7 8] 9] 10| 11| 12| 13] 14| 15
ds 10 15| 20| 25 3@ 3% 40 45 50 %5 50 5 |70 |75 |80
ds/k| 10| 7,5| 6,67 6,25 6,0p 583 571 5pB3 556 8550 5HB8E2| 538 534 538
k 45| 46| 47| 48| 49| 50| 51| 52| 53| 54| 55| 56| 57| 58| 59
ds 85| 90| 95 100 10% 110 115 120 1p5 130 135 (140 |1450 |1855
ds/k | 5,11] 5,11] 5,11 5,10 5,10 5,30 5,00 5]10 509 5,0®955,09| 509 5,09 5,08
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BEBERAPA SIFAT IDEAL
GELANGGANG POLINOM MIRING: SUATU KAJIAN PUSTAKA

AMIR KAMAL AMIR
Jurusan Matematika, FMIPA, Universitas Hasanu@®@i245
Email : amirkamalamir@yahoo.com

INTISARI

MisalkanR adalah suatu gelanggang dengan elemen satu@natialah suatu endomorfisme, dan
adalah suatw - derivatif. Gelanggang polinom miringkew polynomial) atasR dengan variabet
adalah gelanggang: R[x;o0,0] ={ f(x) = anxn +otag |ai OR} dengan aturan perkalian
xa=og(a)x+Jd(a) . Penelitian ini akan mengidentifikasi ideal-ideali gelanggang polinom miring
dalam hald = 0. Lebih jelasnya, akan didentifikasi hal-hal berik{lt) ideal dari gelanggang polinom
miring D[x;o]; (2) ideal prim dari gelanggang polinom mirik§x; o]; dan ideal g —prim dari
gelanggang polinom mirin@[ x; ] .

Kata kunci: automorfisme, daerah integral, g —prim.

SOME IDEAL PROPERTIES OF
SKEW POLYNOMIAL RING: A LITERATURE STUDY

AMIR KAMAL AMIR
Mathematics Department, FMIPA, Hasanuddin Univgr80245
Email : amirkamalamir@yahoo.com

ABSTRACT

Let R be a ring with identity 1 and” be an endomorphism &and O be a lefto — derivation. The
skew polynomial ring oveR in an indeterminat& is: R{x;g,d] ={ f (X) = anxn +tag g ORY
with xa=og(a)x+d(a) The aim of this research is to investigate thealslén the above skew
polynomial ring in case o = 0. Precisely, we will investigate the following: (h)e ideal of skew
polynomial ring D[ x; g] ; (2) the ideal prim of skew polynomial ring[x; o] ; and (3) theg — prim
ideal of skew polynomial ringD[x; ] .

Keywords: automorphism, integral area, o —prim.

1. PENDAHULUAN Berikut diberikan definisi lengkap dari gelanggang

polinom miring.
Definisi dari gelanggang polinom miring

(gelanggang takkomutatif) ini pertama kali Definis 1. Misalkan R adalah suatu gelanggang

diperkenalkan oleh Ore (1993) yang dengan identitas 1¢ adalah suatu endomorfisme

mengombinasikan ide awal dari Hilbert (kasusdariR, dan¢g adalah suatw —derivatif, yaitu:

0=0) dan Schlessinger (kasugr=1). Sejak (). O adalah suatu endomorfisme patja

kemunculan artikel dari Ore ini, gelanggang polinom dengarR sebagai grup penjumlahan

miring telah memerankan peran yang penting dalam (ii). d(ab)=o(a)d(b)+d(a)b untuk setiap

teori gelanggang takkomutatif dan telah banyak abOR.

peneliti yang bergelut dalam teori gel‘F’mggangGelanggang polinom miringtasR dengan variabel

takkomutatif menginvestigasi bentuk geIanggangagdalah elanugand:
tersebut dari berbagai sudut pandang, seperti teofrl 9 ggang.

ideal, teori order, teori Galois, dan aljabar hoogal
16
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- —a N . Definis 2. Misalkan R adalah suatu gelanggang.
RIx0,0] ={ f(¥ =apx"+ - +39| g R} Suatu himpunan bagidrdariR dikatakan suatu ideal
denganxa =o(a)x+d(a),Jall R. kanan darR jika :
Suatu elemenp dari gelanggang polinom miring 1. (,+) adalah suatu grup bagian da&j%),
R[x g, 0] mempunyai bentuk kanonik 2. xr berada dalaml untuk setiapx dalam |

r . dan setiapdalamR.
| .
= X’rDZ :Olll... ) D I:11...1r' - . . . . - - -
P E;‘)a' + = b atR Suatu ideal kiri dariR didefinisikan serupa
: _ dengan ideal kanan. dikatakan ideal dam jika |
Apabl!a U__l ] atau g adalah suaj[u merupakan ideal kanan dan sekaligus ideal kiri dari
endomorfisme identitas, maka gelanggang polinong - selanjutnya suatu ide® dari R dikatakan ideal
miring cukup ditulis R{X d] . Untuk hal =0,  prim jika dan hanya jika untuk setiap ideal-idéaB
gelanggang polinom miring cukup dituliB]x; o] . dari R implikasi berikut bernilai benar: Jika

Sedangkan untuk kasus=1 dan =0 gelanggang ABLU P, maka ALIP atau BLJP. Pernyataan

polinom miring cukup ditulisR{X] , yang merupakan terakhir ini ekuivalen dengan: jikab[JP, maka

gelanggang polinom biasa. Dalam tulisan ini @0 P ataubP.

gelanggangR yang digunakan adalah gelanggang
yang merupakan daerah integral komutatif dengal%1
elemen satuan yang selanjutnya disimbolkan dengan Rx0,9]
D.

Ideal dari Gelanggang Polinom Miring

Teorema 1. Misalkan D adalah suatu daerah
Contoh 1. Misalkan C adalah himpunan bilangan integral komutatif yang bukan merupakan lapangan.

kompleks. o suatu endomorfisme pad@ yang jika ¢"#1, untuk semua bilangan asi n dan
didefinisikan sebagai o (a+bi) =a-bi, untuk  f(x)D[x o] adalah suatu ideal dari D[x o],
setiap a+bild0C, dan 0=0. Akan ditunjukkan makaf(x) = x.

ketidak komutatifan dalam gelanggang polinom

miring C[x 0] . Bukti:
[2+3)[(4+5 = (2+ B]x (4 B)x Misalkan f(x)=fo+ fx +- + X", dengan
=(2+3)[J(4+5)(]x f; # 0 untuk suatu O0{1,2, ---,n}.
) ) (i). Akan tunjukkan bahwéeg = 0.
=(2+3)([4-3 K= (23 ZX Karena  f(x)O f(x)D[x o],  diperoleh
[(4+5)X][ (2+ 3 K|= (4+ B x (2 B]x af (x) 0 f(X)D[x 0], Dad0D. Oleh karena itu
=(4+5 )[a(2+ 3 )(] X terdapat bOD sedemikian sehingga
B N2 > af (x) = f(x)b
=(4+5)(2-3 x“= (23 2X atau
2. MASALAH DAN PEMBAHASAN a| fo+ fpx+---+ fnxn) =(fo+ fx+-+ fx b

Masalah yang akan dibahas dalam bagian P2 Persamaan ini diperolehafp = fgb dan

adalah mengidentifikasi bentuk-bentuk ideal dariaf_ = f Ui (b).
berbagai bentuk gelanggang polinom miring. Secara ' !

mendetail, bentuk-bentuk ideal yang akana = o (b), yang mengakibatkana # bsehingga
diidentifikasi adalah sebagai berikut:

Karena fj Z0 diperoleh

l.ideal dari gelanggang polinom miring f_O: 0. ] ) o )
D[x o] ; (ii). Sebagai kosekwensi dari (i), diperoleh
2.ideal prim dari gelanggang polinom miring f(X)=fix +--- + fx", (i.e.fg=0).
K[x a]; _ Selanjutnya akan tunjukkan bahwg # 0.
3.ideal o-prim dari gelanggang polinom Andaikan bahwa f,=0, maka
miring D[ X, 0] .

— 2 n
Sekadar mengingat kembali, berikut ini disajikan f(x)=fox= +--- + f,x'0 f(X)D[X a].
definisi dari ideal dan ideal prim. Dari sini diperoleh,
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F(Y=fplt- - + frg{‘zx[a_l(fz)x+- . +a‘](fn)>{*ﬂmf(x)|:[xq
denganx [J f (X)D[x o] dan
[ (f)x + - +0 7 (i)™ |0 £ (0DIx o],
Hal ini kontradiksi dengan
f (X)D[x o] adalah ideal prim.
(iii). Akan tunjukkan bahwd; =0, i >1.

Andaikan terdapat suatuk>1 sedemikian
sehingga fy # 0. Misalkant >1 adalah bilangan

asumsi

terkecil sedemikian sehingghg # O.
Dari persamaan

a(flx +oet fnx”) :(flx +oet fnx”)b,
pada bagian (i) diperolehaf; = fio(b) dan

afy = f; a'(b). Karenaf;Z0 dan f; #0 , maka
a= o'™}(a). Hal ini kontradiksi dengao™ #1
untuk semua bilangan asli

(iv). Sekarang dipunyai f(Xx) = fx.
ditunjukkan bahwaf; = 1.

Akan

Andaikan f; # 1. KarenaD adalahbukan sautu

lapangan, maka dapat dipilih suatb D
sedemikian sehingga
bx O f1xD[x o] = f(XY D[ x 4.
Jelas bahwa
f, 0 f(xD[x 0]
dan
bx O f (X)D[x o]
tetapi f;.bx = fixo 1(b) O f (x)D[x; a].
Hal ini kontradiksi dengan asumsi bahwa
f (X)D[x g] adalah suatu ideal prim. Bagian (i)
sampai (iv) melengkapi bukti teorema.

Lema 1. Misakan A=D[x o] adalah suatu
gelanggang polinom miring dan A adalah ideal dari

N. AnD={0} jika dan hanya jika
AK[x o] D K[x g, dalam hal ini K adalah
lapangan pembagian dari D.
Bukti:

(). Pada bagian ini akan ditunjukkan bahwa: jika

An D={0} , makaAK[x o] D K[ x d] .
Sudah jelas bahwaAK[x o] O K[ X g, jadi
tinggal ditunjukkan bahwa AK[x o] # K[ % d] ,

yaitu terdapatg(x) OK[x o] sedemikian sehingga 9(h(¥)=

g(X)OAK[xo]. Piih g(xX)=dOD,d#0.

bahwa

Karena AnD={0}, maka
sehinggay(x) JAK[ X d] .

(i). Pada bagian ini akan ditunjukkan bahwa: jika
AK[x o] @ K[ x g] , makaAn D={0} .

Andaikan An D#{0} berarti
dOD,d#0. Ini berarti 1=dd 10AK[x 0]
yang mengakibatkanAK[x g] = K[ x g karena
AK[x o] adalah suatu ideal dalaK[x; o] . Hal ini
kontradiksi dengarAK[x 0] D K[ X d] .m

d OAK[x o]

terdapat

Teorema 2. Misalkan P adalah ideal prim minimal
dari A=D[x 0] dan K adalah lapangan hasil bagi

dari D, maka PK[x o] adalah ideal prim dari
K[x o] .

Bukti:
(i). Akan ditunjukkan bahwdK[x; o] ideal.

Misalkang(x) O PK[x o] danh(x) OK[x g] .
Untuk membuktikan bahw#K[x g] adalah ideal ,
maka akan ditunjukkan bahwa
h(x)g(x) O PK[x g] dan g(x)h(x) OPK[x o] .
Karena g(x) OPK[x o] berarti

n
g(x)=>_a (N (x) dengan &(x)OP dan
i=1
b (X)OK[x o]. Karena h(x)OK[x o] dan K
adalah lapangan hasil bagi ddp, maka dapat

ditemukan dOD,d#0 sedemikian sehingga
dh(x)OD[x 0] . Selanjutnya, dengan alasan yang
sama dapat ditemukan jugd 1D, e# 0 sedemikian
sehingga

dh(x)a (e (x) =h(x)3 (B (%),
sehingga diperoleh

h(x)g(x) = h(X)Za(X)h(X) Zdh(X)Q(X)e ()

i=1 =1

Karenadh(x) O D[x o], g (x) P, P adalah ideal

dari D[x o], dan e_lh (X) OK[x o] , maka dapat
disimpulkan bahwa:

h()g(x) = > dh(x)a (x)e" 1 (x) OPK[x o] .
i=1
Pada sisi lain,

{Zﬂ () (X)} ()= Za (e (Y TRKX d]

=1 i=1
, karenag; (X) JP danly (x)h(x) OK[x g].
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(ii). Akan ditunjukkan bahwdPK[x o] prim

Untuk menunjukkan hal ini, akan ditunjukkan sembarang a,cl0R-1,

bahwa jika g(X)h(x) OPK[x 0], maka
g(X) OPK[x o] atauh(x) 0 PK[x o] .
Karena g(xX)h(x)OPK[x o], maka dapat

dimisalkan g(x)h(x)=ip|(x)ki(x), dengan
i=1

pi(x)OP dan ki(x)OK[x 0] untuk suatun

bilangan asli. Karen& adalah lapangan hasil bagi

dari D, maka untuk setiap terdapat d; D
sehingga diki () ' D[x ] . Oleh
karena itu, p; (X)dik; (X) J P karena P adalah ideal

prim dari D[xo]. Dari sini sudah dapat

disimpulkan bahwa terdapd# d 1D sedemikian
sehingga

sedemikian

dl:z B (X)k; (x):ID P.
i=1
Sehingga

n
dg(x)h(x) =d {Z P (X)k; (X)} OP.
i=1

Selanjutnya, andaikan g(X)OPK[x o] dan
h(x) OPK[x o], maka g(x)JP dan h(x)OP.
Dengan demikiang(x)h(x) 0P, karenaP ideal
prim. MengingafP ideal prim, dg(x)h(x) O P, dan
g(x)h(x)OP, maka dJP yang berarti bahwa
P n D={0} . Hal ini kontradiksi dengan Lema .

22 ldeal g-prim dari Gelanggang Polinom

Miring R[X g, 9]

Definiss 3. Misalkan R[x 0,d0] adalah suatu
gelangang polinom miring. Suata —ideal dari R
adalah suatu ideal dari R sedemikian sehingga
o(l) O 1. Suatu o —ideal prim (atau o — prim)
adalah suatug —ideal murni | dari R sedemikian
sehingga jikal, K adalaho —ideal yang memenubhi
JK UOI,makaJ Ol atauK 0| . Dalam kasus
0 adalah suatw — prim ideal dariR, dikatakanR
adalah suatu gelanggaig— prim.

Teorema 3. Misalkan o adalah suatu automorfisme
dari gelanggang R, dan misalkan | adalah suatu
ideal murni dari R sedemikian sehingga g (1) = 1. |

19

adalah - prime jika dan hanya jika untuk

terdapat bR dan
td0Z  sedemikain sehingga abo"(c)O1.
Bukti:
H
Misalkan A, C adalah o—ideal yang tidak

berada dalam ide&l Pilih elemen-elemea 1 A—|
dancOC-I1 , maka terdapabOR dantZ

sedemikian sehinggabat ©odl.

Kasus 1. Jikg = 0, makag' (c) O C sehingga dari
abo! (c) 1 diperolenAC O 1 .

Kasus 2. Jikat<0, maka dari abo' (o)l
diperoleh ot (a)a_t (b)cD U_t(l) =1. Dalam

kasus ini,ot(a) O A sehinggaAC O | .

Dari kasus 1 dan 2 disimpulkan bahiedalah suatu
ideal o — prime.

=

Misalkan | adalah o—prime dan a,cOR-1.
Himpunan-himpunan

A=Y Ro'(a)R
i=0
dan
c=>Y Rol(oR
j=0

adalah o —ideal yang tidak berada dalam idekal
sehinggaAC [ | .

Konsekuensinya, o' (a)baj(c) 01 untuk suatu

i,j =0, sehinggaac™ (b)o' ™ (c) O 1.1

Teorema 4. Misalkan M adalah suatu idel maksi mal
dari D[x 0] dengan M n D {0} .

Jka XxUOM , maka M n D adalah suatu ideal
o - prime.

Bukti:

(). Jelas bahwaM n D adalah suatu ideal
(ii). Akan ditunjukkan bahwa M n D adalah
o-—ideal dengan jalan menunjukkan

oc(MnD)OMnD. Ambil aM nD dan
andaikang(a) UM n D, makao(a)[OM , karena
o(@OD. Dengan demikianog(a)xOM yang

berarti xallM . Kontradiksi dengaM adalah suatu
ideal.

bahwa
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(iii). Akan ditunjukkan bahwa M n D adalah
o - prime.

MisalkanJ danK adalah o —ideal dari D dan
JKIOMn D, maka akan ditunjukkan bahwa
JUMNnD atau KM nD atau sama dengan
menunjukkan bahwa jikaJUOM n D, maka
KOM nD. Ambil kKOK dan pilih jO0J tetapi
jOMnD. Ini berarti jaoM .
jkOJK OM n D, maka jkOM . KarenajOM

dan M adalah ideal prim (ideal maksimal pasti
merupakan ideal prim), mak&[JM . Sehingga
diperolenk OM n D . Hal ini membuktikan bahwa
KOMnD.m

3. SIMPULAN

Dari paparan di atas dapat ditarik simpulan

bahwa:

1. dalam kondisio" # 1, ideal dari D[X o]
berbentukxD[ X, 0] ;

2. salah satu bentuk ideal prim dari gelanggang
polinom miring K[Xx 0] adalah PK[x o],
dengarP adalah ideal prim minimal,

3. salah satu bentuk ideabr— prime dari
gelanggang polinom mirindd[x o] adalah
berbentuk M n Ddengan M adalah
maksimal ideal dariD[x o] yang tidak
memuaix.
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UJI KENORMALAN UNIVARIAT:
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INTISARI

Sebagian besar prosedur statistika terutama irderstatistika mengasumsikan distribusi sampel
adalah normal. Asumsi kenormalan ini harus diufulirmenjamin penggunaan statistik uji yang benar
dan sesuai, sehingga nantinya diperoleh simpulag gahih. Penelitian ini membahas perkembangan
uji-uji kenormalan univariat: uji berdasarkan fungsstribusi empiris, uji berdasarkan momen, uji
berdasarkan korelasi atau regresi, uji berdasaekaimopi sampel, uji berdasarkan metode kernel, uji
berdasarkan karakteristik Polya, dan uji berdasarkeetode nonparametrik. Penelitian ini juga
membahas uji kenormalan yang mampu mendeteksi lpandan uji omnibus yang mampu
memberikan informasi tambahan tentang ketidakn@ame:!

Kata kunci: uji kenormalan univariat, uji kenormalamnibus.
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ABSTRACT

Almost all statistical procedures, especially statal inference, assumed that the sample distoib s
normally distributed. This normality assumption mbe tested to ensure the correct use of the test
statistic, hence resulting a correct conclusioris Tesearch discusses some univariate normality: tes
test based on empirical distribution function, tbased on moments, test based on correlation or
regression, test based on sample entropy, testdbaesekernel method, test based on Polya
characteristics, and test based on nonparametticooheThis research also discuss normality tegt tha
capable of detecting outliers and discuss omnibsisthat can give additional information about non-
normality.

Keywords: univariate normality test, omnibus norityaiest.

1. PENDAHULUAN Studi  komprehensif  perbandingan  uji-uji
kenormalan telah dilakukan antara lain oleh Stephen

Sebagian besar prosedur statistika terutam@972), Koziol (1986), Dufouret al(1998), Seier

inferensi statistika mengasumsikan distribusi sdampe(2002), Coin dan Corradetti (2006), Farrell dan

adalah normal. Asumsi kenormalan ini perlu diuji Rogers-Stewart (2006), Yazici dan Yolacan (2007),

untuk menjamin penggunaan statistik uji yang benairanweer-ul-Islam (2008), Bretoet al. (2008), dan

dan sesuai, sehingga nantinya diperoleh simpulamanweer-ul-Islam dan Zaman (2008).

yang sahih, misalnya pada bidang kesehatan (lihat Penelitian ini juga membahas uji kenormalan

Lumley, 2002) yang mampu mendeteksi pencilan dan uji omnibus
Secara umum, uji kenormalan dapatyang mampu memberikan informasi tambahan

dikelompokkan ke dalam beberapa kategori: ujitentang ketidaknormalan distribusi alternatif.

berdasarkan fungsi distribusi empiris, uji berdisar

momen, uji berdasarkan korelasi atau regresi, uiji

berdasarkan entropi, uji berdasarkan karakteristik. METODE-METODE UJI KENORMALAN

Polya, uji berdasarkan metode kernel, dan uji UNIVARIAT

berdasarkan metode nonparametrik.

21
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Uji tentang kenormalan dimulai pada awal 1900Dufour et al. ,1998). Hipotesis nul akan ditolak
oleh Karl Pearson (lihat Yazici dan Yolacan, 2007).apabila statistik uji (5) lebih dari 2,492 (lihatxici
Selanjutnya beberapa dekade setelah itu banyadan Yolacan, 2007).

peneliti mengembangkan statistik uji untuk uji Ajne (1968) mengusulkan statistik uiji
kenormalan. - n i1
AJ=(n/4)- (2/n)z]_:221_:1mj (6)
2.1 Uji Kenormalan Ber dasarkan Fungsi dengan nilai m =x -x, jika x -x<1/2;
Distribus Empiris m, =1-(x; = x) jika X =% >1/2.

Uji fungsi distribusi empiris, disebut pulgi u
jarak (distance tegt berdasarkan perbandingan
antara fungsi distribusi empirig= (x)=i/n dan

distribusi hipotesis di bawah kenormalah yang 21.1 Beberapa modifikasi terhadap statistik
biasanya didefinisikan sebagai Kolmogorov-Smirnov dan Lilliefors

Selanjutnya akan dibahas beberapa modifikasi
terhadap statistik Kolmogorov-Smirnov.

)~ X
Z = q;(XUTJ (1) Kuiper  (1962) memodifikasi  statistik
_ _ _ Kolmogorov-Smirnov pada persamaan (4), dengan
denganX dan s masing-masing menyatakan rata-ratasgatistik

sampel dan simpangan baku sampel (lihat Dufetur, V=D"+D" 7

al. 1998; Lee, 1998). Secara umum Ui fungSiSelanjutnya modifikasi terhadap statistik Kuiper

distribusi empiris terbagi atas dua kelompok (Lee, d 7Y dilakuk leh Steph 1970
1998). Pertama, uji yang melibatkan supremunﬁznga%erﬁ:r:gizznga)n sltZti:tisn oleh Stephens ( )

seperti uji Kolmogorov-Smirnov. Kedua, uji yang . _ 12 12
menghitung kuadrat perbedaan seperti uji Cramér- vV =V(n +Q’155+_ 024n7""). o (8)
von Mises. Berikut akan diberikan uji-uji yang Untuk menolak hipotesis nol, statistik uji pada

termasuk ke dalam kedua kelompok tersebut beser@ersamaan (8) dibandingkan dengan 1,747 (lihat
modifikasinya. Yazici dan Yolacan, 2007).

Cramér (1928) mengusulkan statistik uji I b_rll_illiefors (1967% mengg_mat_i bahwa jita sa_t_aLab I
SN ra e , ebih parameter harus diestimasi maka uji tabe
VM =2 12 - @i -D/2n* +1/(12n), () standar Kolmogorov-Smirnov tidak lagi berlaku.
denganz =®(é,/s),i=1...,n; &, adalah statistik Selanjutnya Lilliefors (1967) mengusulkan statistik

terurut sisaan das:l(n—k)'lzinzléznl”z. Statistik '

uji (2) disebut pula statistik uji Cramér-von Mises . S
Selanjutnya, Watson (lihat Stephens, 1972)denganF (x) menyatakan fungsi distribusi normal

memodifikasi statistik Crameér-von Mises padakumulatif dengan nilai tengalu =X serta varians
persamaan (2) dan mengusulkan statistik o?=s* dan S (X) menyatakan fungsi distribusi

— 2 - 2
W=VM"-n(z-1/2), (3) kumulatif sampel. Secara paralel van Soest juga
denganz:(lln)zi":lzi. memodifikasi statistik Kolmogorov-Smirnov (lihat
Molin dan Abdi, 1998; Abdi dan Molin, 2007).
Modifikasi lain statistik uji Kolmogorov-Smirnov
dilakukan oleh Stephens (1970) dengan statistik

D’ = max| F'(x) =S, (X)], %)

Uji fungsi distribusi empiris selanjutnya diusulkan
oleh Kolmogorov (1933) dengan statistik uji berikut
D' =max[(/n)-2],1<i<n;

] . . V' =D(n"?+ 012+ 011n™'?), (10)
D™ =max[z -(i-/n], 1<i<m 4) dengan D menyatakan statistik Kolmogorov-
D =maxD*,D); Smirnov. Untuk menolak hipotesis nol nilai pada

5 PP persamaan (10) dibandingkan dengan 1,358 (lihat
denganz menyatakan distribusi normal standar danYazici dan Yolacan, 2007).

n menyatakan jumlah sampel. Nilai-nilai kritis untuk  prezneret al. (2008) juga memodifikasi statistik
uji  Kolmogorov-Smirnov  dapat dilihat pada Kolmogorov-Smirnov dan mengusulkan  statistik

Kolmogorov (1933). D(Z,5) dengan vektor(Z,d)adalah solusi yan
Kemudian Anderson dan Darling (1952, 1954) (,u,. .) g (#,0) yand
meminimunkan masalah

mengusulkan statistik uji )

AD =-nY" @i-Din2 +In(-2,.)]-n, (5) TnD. )l (D
denganz menyatakan peluang normal standar (”hatdengan B .
juga Yacizi dan Yolacan, 2007; Stephens, 1972; dan D(#:0) = Irggﬂ%—d)(%)d)(%“’)—%]
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Nilai-nilai kritis untuk statistik (11) dapat dilét E(X - u)* E(X - u)*
pada Drezneret al.(2008). B, = E g( . 'u)g 7= ( 4,u) (17)
Arcones dan Wang (2005) mengusulkan [E( Ho)’] g

perbaikan terhadap statistik uji Lilliefors dengandari distribusi N (01) adalah O dan 3. Konsep
mengenalkan dua uji berdasarkan proses-U, yaitthomen ini dimunculkan pertama kali oleh Karl
statistk D, .~ dan statistik D, . Statistk D, =~ Pearson. Selanjutnya, momen ketiga disebut
’ ' ’ kepencongan skewnegs dan momen keempat
disebut kurtosis. Dengan demikian penyimpangan
dari kenormalan dapat diketahui dari nilai momen-
, (12) momen yang diduga menggunakan sampel, yakni

didefinisikan sebagai

— (n-m)! * -
D, n =SUp*; Si(d <t)- o)

iy, .oim)OI D

koefisien kepencongaQ/E dan koefisien kurtosis

A oAl o -1/2 m —_ Y
dengan nilai d =g, m ijl(xij Xa), b, yang dihitung sebagai

1" ={(iy,...i YON™:1<i <ni #i}  jika B
] £k 1 ] o \/_ - (mzrr)lss/z (18)
dan dan
g2, == s s (x, - X)) b, = (19
Y o o = (m,)

Menurut Arcones dan Wang (2005) hipotesis nolgengan m, =(1/n)2“ (x —X)!. Kepencongan
i=1

. . e <l nilai -
akan ditolak apabila untuld <a <1, nilai statistik dan kurtosis dapat diukur dengan lebih dari sata.ca

uji D, > By, dengan Salah satu ukuran kurtosis diusulkan oleh Geary
b, ,=IN{A=0:P{D,, <A} =21-a}. (1947). Untuk pembahasan lebih lanjut tentang
o o~ _ kepencongan dan kurtosis lihat DeCarlo (1997) dan
Selanjutnya statistilD, ,, didefinisikan sebagai Dori¢ et al (2009).

Uji-uji berdasarkan momen biasanya bersifat

, (13) omnibus, artinya mampu memberikan informasi

tambahan tentang ketidaknormalan distribusi

" B m _ alternatif melalui nilai kepencongan dan kurtosis

dengan nilaid” = m 1’ZZJ_:l(X". - X,) dan nilai (lihat Poitras, 2006).

o g — o . Uji berdasarkan momen pertama Kkali diusulkan

d =n z]':ll(xj - X,). Untuk statistik uji  oleh Geary (1947) dengan statistik uji
persamaan (13), hipotesis nol akan ditolak apabila n-lzi” 1| X - X[

D._>c _ dengan a(c) = .
n,m n,m.,a g _ (n—lzi:l()g _)—()2)C
Coma=IN{AZ0:R{D,, <A} 21-a}. (14) denganX menyatakan rata-rata sampel daadalah
bilangan real taknegatif.
2.1.2 Beberapa Modifikasi Terhadap Statistik Ajne  D’Agostino dan Pearson mengusulkan statistik
uji menggunakan momen Pearson (lihat D’Agostino
Stephens (1970) memodifikasi statistik yanget al, 1990)
diusulkan Ajne dengan statistik 2 _ 2 +72
AJ =[AJ- (0,7/n)+ (09/n?)][1+ (123/n)]. (15) K ) Z_ (\/H)z £ (bZ) (21)_ _
Selanjutnya untuk menolak hipotesis nol statisfik u Yand berdistribusy(2). Pada persamaan (21) nilai
ini dibandingkan dengan 0,656 (lihat Yazici dan ZZ(\/H) dan Zz(bz) adalah pendekatan-pendekatan
Yolacan, 2007).

Do =SURZY DI (0" <t)-d* <t

toR iy, im)OI

(20)

127

normal terhadap/b, danb, .
2.2 Uji Kenormalan Berdasarkan Momen Pendekatan pengujian menggunakan

kepencongan\/a dan kurtosisb, juga diusulkan

Konsep uji berdasarkan momen adalah bahwa
- .. _0leh Jarque dan Bera (1980, 1987) dan Bera dan
momen ketiga dan momen keempat yang dlberlkargarque (1981) dengan statistik uji

oleh
_ EX-w)?  _E(X-p? B (,/bl)2 (b, -3)°
VB = [EOX = 1) = p (16) JB= n{ 5 + 4 } (22)

dan
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Statistik JB secara asimtotis berdistribugf (2). ~ Statistk pertama yang diusulkan Desmoulins-
Hipotesis nol akan ditolak apabila statistik JBilkeb Lgblee;]ult (2004) untuk alternatif kepencongan positi
adala
besar daripada nilajy® (2) .
pada o (2 B, =(@210.)+ (0. 8)

Hosking (1990) mengusulkan statistik  uji

berdasarkan momen-L. MisalkaX. menyatakan Untuk alternatif kepencongan negatif, statistik ggan

diusulkan adalah

statistik terurut tingkat ke- dari suatu sampel _ 2
berukuram. Definisikan <ol _Atz a (d: /t_at?)k-:;(?“ 10)- (29)
A = W2E(X,, - X.), elanjutnya statistik ketiga
o= LR ) (23) A, = (max(iy |,y ) - dy)* (0.0
Ay = UIE(X g3 = 2X 5 + X)) (30)

+ (max (i |||y ) - dg)*(a4) ™
Menurut Desmoulins-Lebeault (2004) distribusi
pengambilan sampel pasti dari distribusi semi-

Kepencongar- didefinisikan sebagair, = A,/ A,.
Menurut Hosking (1990) statistik

[(018660" + 08n %) '?]F, (24)  momen tersebut belumlah diketahui. Oleh karena itu
berdistribusi normal. Desmoulins-Lebeault (2004) menyediakan tabel nilai
Bontemps dan Meddahi (2002) mengusulkarkritis untuk masing-masing ukuran sampel.
model berdasarkan momen rampaier{eralized Lobato dan Velasco (2004) mengusulkan sitatist

method of moments Misalkan suatu sampel kepencongan dan kurtosis rampat untuk data
X,...,X%, dari peubah acakX. Amatan ini bisa berkorelasi yakni

bebas atau tidak bebas. Diasumsikan distribusi G= n,?le? +n(,[14 ‘A3,[12)2 (31)
marjinal X adalah N (01). Misalkkan f,..., f, 6F @ 24F @
adalah fungsi terdiferensialkan sedemikian hinggajengan E () :Z’j‘:_nf/(j)k dan

f. terdeferensialkan. Untuk setiap bilangan real _ R _ _
y(k)=n thl (% = X)Xy = X) -

Ranaet al. (2009) mengusulkan uji momen
diskala ulang tanggulrdbust rescaled moment test

xORPdengan komponen( f (x) - xf (X)) untuk
i =1..., p. Didefinisikan matriks

Y= Z: E[g(x)a(x_.)"], (25)  dengan statistik uji
= A \2 n 2
dan misalkan pulz:} RRM = n_Cs(ﬂg,j + n_d‘(ﬂi _ 3) (32)
a=n"?3"" g(x) -~ N(OX). (26) B \ J; B, \ J,
Bontemps dan Meddahi (2002) mendefinisikandengan J, = (A/ n)ZT‘_ |)§ - mefbﬁ)L
statistik uji =

a’z'a~ y*(p). 27) A=(m/2)"?, m, adalah momen sampel tingkat

Desmoulins-Lebeault (2004) mengusulkan tigaetiga, M, adalah momen sampel tingkat keempat,
statistik uji berdasarkan metode semi-momen.medx) adalah median sampelnilai B, dan B,
Misalkan M,  menyatakan penduga semi- diperoleh dari simulasi Monte Carlo. Untuk tingkat
kepencongan kiri,®; menyatakan penduga semi- Signifikansi a =005 Rana et al. (2009)
kurtosis kanan, dam adalah banyaknya amatan merekomendasikai, =6 dan B, =64.
sampel yang diuji dan definisikan:

d, =/ +[n/(n+D](2/ m)*?, 2.2.1 Beberapa modifikasi uji statistik Geary

=m - - +
d; =M, =[(n=1)/(n+D)(3/2), Bonnet dan Seier (2002) mengusulkan dua uji

d, =, —[n/(n+1)](2/ 7)"?, omnibus menggunakan ukuran momen Geary, yaitu
d, =, —[(n-1)/(n+1)](3/2), 2 =[z( \/E)]z H(2) (33)
d, =[n/(n+1)](2/ m)*?, dan

ds =[(n-1)/(n+D)(3/2), 2 =[a(/b [ +(z,)? (34)
0, =174379% " -1006215D7, dengana = n/[(n-2),/6/(n+1)],

O, =21558373 " 209049576 . 7= n—lzinzll x-X|, &= n—lzinzl(xi ~%)? |

@w=132%InG -In7), dan
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z,=(n+2)"*(w- 3)/354. (35) W= (W,...,W,)adalah penduga dari nilai tengah
Hipotesis nol akan ditolak jika statistik uji asimtotik w=(w,...,w,). Statistik
12, > 2,2 BHS=n(W-w)" T, (W-w) ~ x*(k), (41)

Cho dan Im (2002) memodifikasi statistik uji
Geary dengan mengambil dua momen samp

pertamasm; , yakni

e(lienganEk adalah matriks kovarians dari distribusi

bersama ukuran kepencongan dan kurtosis.
Chen dan Kuan (2003) mengusulkan versi uji JB
sm, = (1/ n)zn |sgnx-X)(x=X)' |, (36) rampat untuk normalitas bersyarat, yakni fungsiinil
] i=1 ! .. . . .
o _ ] . o tengah bersyarat berisi intersep tetapi tidak
a; =sm, 167, j =12,... akan diperoleh statistik bersyarat bersifat heteroskedastik. Statistik yang
diusulkan Chen dan Kuan (2003) adalah

_ 11242 2 -
G:n{(ai @y, & } @) CH=nS, K,-3IE(S, K,-3", (42)
1= G&/m) (3-(©®/m) dengan N menyatakan banyak  sampel,
Dalam kondisi kenormalan, statist®& mendekati _ -1NON a3 — A-IN\CN 24 -1
=nty &, K,=nty &', dan X

distribusi  x*(2) seiring dengan membesarnya
ukuran sampel.

Urzta (2007) mengusulkan dua uji omnibus Bai dan Ng (2005) mengembangkan uji JB untuk

untuk kenormalan mengguna_kan Ukuranderet waktu atau data tidak bebas. Statistik yang
kepencongan Pearson dan kurtosis Geary, yakraiusulkan Bai dan Ng (2005) adalah
statistik

adalah penduga konsisten matriks varians-kovarians
asimtotik.

Tty = 7 + 715, (43)
_Wb), w9y e
U, = r + . (38) Pada persamaan (43) nilairg, = (N~ “4) 1 S(14) .
dan fr, = 7,3) = (2R - K) I S(R), dan
_ (b (w-3 S(k) = (B2P/5°)".
U, —ma{T, Je (39) Strelec dan Stehlik (2009) mengusulkan kelas
statistik tangguh JB yang didefinisikan oleh
dengan d=6(n-2)/[(n+D)(n+3)],
e=354/(n+2), w=-6In(a)/In(nn/2), dan a )2 as 2
(n+2) ( )2 1,2( ) rT= kM M |, kM| M3, _
a=> X=Xy, (x-%)] . C (M7, C, (M,
dengan M, =@WnY. 6,(X,~Mg),

2.2.2 Beberapa modifikasi statistik uji JB .
i {01} menyatakan rata-rata aritmetikd, = X
Urzla (1996) mengusulkan modifikasi uji Jaqu : - ;
Bera dengan statistik atau median M, =M, jO{01234}, dan
@, = (1/2)"? | x|. Selanjutnya @, =x, @,=x>,

_ (\/E)2 (b, -v,)> ¢, =x°, dang, =x*. Nilai C, dan C, diperoleh
JBU= V * v ' (40) dengan simulasi Monte Carlo (lihabtielec dan
2 3 Stehlik,2009).
Pada persamaan (40) nilai =3(n-1D/(n+1), B _
v, =6(n-2)/[(n+1)(n+3)], dan 2.3. léjég:(egnormalan Berdasarkan Korelasi atau

v, =24n(n-2)(n-3)/[(n+1*(n+3)(n+5)].

Statistik JBU secara asimtotis juga berdistribusi ~Konsep dasar uji ini adalah plot peluang raym

Q. yaitu teknik grafik untuk menentukan kenormalan
data dengan melihat kelinearan dalam suatu plot dar

berdasarkan momen memiliki kelemahan apabi amatan terurut melawan nilai harapan dari s’gatistik

data mengandung pencilan. Selanjutnya Rrysl Qerurut normal stand_ar (Lee, 1998_). Selanjutnyr_:l

(2004) mengusulkan bentuk statis'iik agi IB rar'npauntuk menentukan kelinearan dapat digunakan teknik
tregresi atau teknik korelasi. Jika data normal maka

yang mampu menangai pencilan. M'Salkankemiringan akan memberikan nilai simpangan baku

Bryset al. (2004, 2008) mengamati bahwa uji
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data dan intersep akan memberikan nilai tengah dataelihat kelemahan statistik SW dan mengusulkan

(Lee,1998). statistik
Shapiro dan Wilk (1965) mengusulkan statistik ) Zinzl[i —(n+1)/2]y,
Lay, DA e (49)
SW=_= ' (44) =
Zizl(yi -y)? dengan Yy, menyatakan amatan terurut das
dengan menyatakan varians sampel.
mTy Modifikasi selanjutnya dilakukan oleh Shapiro

a' =(a,....a)=—————>, (45) dan Francia (1972) yang menyarankan untuk
(m'V7V™m) mengabaikan suku kovarians dalam formula untuk

m" =(m,...,m,) menyatakan vektor nilai harapan mendapatkan' berat, yakni memper_lakukan amatan
terurut seperti halnya saling bebas (lihat jugadbuf

normal standar statistik teruruty =(v;) adalah gt 5 1998; Lee, 1998). Statistik yang diusulkan
matriks kovarians nxn, dan y' =(y,,...,u,) berbentuk

menyatakan vektor amatan acak terurut. Jika data _n_lqui)z

normal maka statistik SW akan mendekati 1. Namun, :m (50)
jika data tidak normal maka SW akan lebih kecil

daripada 1. dengan b" =(b,,...,b) =c'/(c'c)"”. Statistik SF

membandingkan simpangan baku sampel da’i’selanjutnya Weisberg dan Bingham (1975)

si_mpangan baku _statistik tersensor. Statistik iNimemodifikasi statistik SF dengan mengganti ndai
dinyatakan sebagai dengan

@-nho, _ /8
R Ty (46) A — ! (3/8) C .
@-(mA™MG =08 wa L...,m (51)
denganA=1-6,~G,, o aqalah simpangan baku dengaanlmenyatakan inversi dari fungsi distribusi
sampel, dan o, adalah simpangan baku yang kumulatif normal (lihat Dufouret al, 1998; Lee,
dihitung dari sampel tersensor (lihat Tiku ,1974) 1998). Pendekatan ini telah ditunjukkan sesuaikuntu
De Wet dan Venter (1972) mengusulkan siiatist Sampel kecil.

uji DW berdasarkan koefisien korelasi sampel antara Sarkadi (1980) mengusulkan untuk melakukan
data dan kuantil distribusi normal standar transformasi sebelum menerapkan statistik SW.

DW =r2(x, h) (47) Lebih lanjut Sarkadi (1980) mengusulkan statisfik u

dengan r(x,h) adalah koefisien korelasi sampel untuk. k_asus multisampel. Misalkantuk 1 =1....r
antar X dan h. Vektor h pada persamaan (47) dan | =1...,n peubah X; menyatakan' pel{ba'h- _
adalah vektor berdimensi dengan elemen ke- peubah acak bebas dengan fungsi distribusi
sama dengani/(n+1) kuantil distribusi normal F[(Xx—)/0;] dengany dan o, tidak diketahui.

standar. Untuk kasus homoskedastik, yakmj =... =g, =0

Filliben (1975) mengusulkan statistik uji y&ng :
dihitung berdasarkan korelasi antar data dan media%engan ukuran sar.np.en 22, Sarkadi (1980)
statistik terurut ké; yakni medx ) mengusulkan statistik dengan melakukan

transformasi dua tahap, yakni
n _ _ Yi = X, —U;, (52)
Fl = Zi=1()§ - X)(med)ﬂ) - med)ﬂ)) . (48) dengan

U2 (% - R)(medx) - medx)) U > . X

L on+m)Y ()

ntuki =1...,r danj=1...,n - 2.

Bobot yang diusulkan oleh Shapiro dan WilkUntuk kasus heteroskedastik dengan ukuran sampel
(1965) pada statistik uji (44) adalah berat optimaln =3, Sarkadi (1980) mengusulkan statistik
pendugaan kuadrat terkecil rampat dan sulit dilgitun S,
(lihat Dufour, et al. 1998). Shapiro dan Wilk (1965) Y, =(x, -U, )2 (54)
memberikan tabel bobot dan titik-titik signifikan S
untuk ukuran sampeln <50. D’Agostino (1971)

(53)
2.3.1 Beberapa modifikasi terhadap statistik SWu
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dengan dengan
— ini:;ZXij + Xin 1 Xin Vmn(%-- %n) (60)
i~ / / ’ - '
n+@n)Y? (2n) =n"LE 0L logl(n/ 2m) (X 4 1 = Xi—my))
S :\/Z'_‘ (X, —=U,)? Mmadalah bilangan bulat positif (lihat Baklizi dan
j=a VN i/ .
Eidous, 2008).
S Arizono, et al. (1989) mengusulkan uji entropi
Syi =y, ﬁ ' berdasarkan entropi Renyi. Entropi  Renyi
| in-1" "N, | didefinisikan oleh

dengan ,(x) adalah fungsi naik tegas sedemikian H (f)=(- y)—1|nJ‘°° [f(X)]dx  (61)
4 -0

hinggaS, ~(§/0). dengany >0 dan y #1. Entropi ini disebut entropi

Chen dan Shapiro (1995) dan Chen (2003). : : : ,
memodifikasi statistik SW dan mengusulkan statistikzlngkat y dari fungsi densitas peluang . Apabila

QH berdasarkaspacingyang dinormalkan, yakni y - 0, entropi Renyi akan tereduksi menjadi
1 1 Yoy — Y, entropi Shannon. Selanjutnya Arizoret, al. (1989)
QH= " —1)32“21 TR (55)  mengusulkan statistik uji berdasarkan entropi Renyi
i+1 i ~ 1 d ~ B
denganH, = ®Y[(i —3/8)/(n+1/4)], ®™ adalah H,(f)=@1-»)"In jo[d—p F(p)I"” dp. (62)

inversi  distribusi  normal  standar,s  adalah  Arizono et al. (1989) memperoleh nilai dugaan untuk
simpangan baku, dary, adalah statistik terurut. (62)
Menurut Seier (2002) uji SW memiliki kelemahan n/'v-9
apabila terjadi pembulatan terhadap data. SeierHymn:In
(2002) juga menemukan hal yang sama pada statistik
QH dan mengusulkan modifikasi dengan bentuk
QH = (@1-QH)n"2. (56)
Coin (2008) memodifikasi statistik SW agar H,‘;,n=
mampu menangani pencilan dengan menggunakan
pencarian maju f¢rward search Statistik yang dengan
diusulkan Coin (2008) adalah Ron = expl-(L-2m/n)y (2m) +¢/(n+1)

WE= (W Wy W ), (57) =2/n3" @k +m-1)]

dengan S, adalah subsampel dark,,,s Yyakni danSn_l=[n/(n—1)]”28n.

penduga regresi kuadrat terkecil daki amatan
pertama.

o o O = X (69)

Choi (2008) mengusulkan statistik uji untuk
entropi sampel yang didefinisikan oleh

[l_l inzl(x(nm) - X(i—m) ) 1/21 (64)

Run
S
(65)
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2.4 Uji Kenormalan Berdasar kan Entropi Sampel Polya

Muliere dan Nikitin (2002) dan Lithova dan
Nikitin (2006) mengusulkan dua statistik uji
. kenormalan  berdasarkan  karakteristik  Polya.
sebagai Misalkan fungsi distribusi empiris dinyatakan oleh

H(f):—J'_ f (X)In f(x)dx (58) Gn(t):n‘lzin:ll{xi <t}, tOR', (66)
(lihat Arizono et al., 1998; Park dan Park, 2003;dan fungsi distribusi statistik-V dinyatakan oleh
Baklizi dan Eidous, 2008; Choi, 2008). Entropi dari R,.(t) =
distribusi normal dengan varianso® adalah n _
(2rec?) Y2, n"(m)™ Z(ZgI{aa(il)xil+"'+aa(im)xim <t})

Vasicek (1975) mengusulkan uji berdasarkan bl : :
entropi sampel dengan statistik i Selanjutnya statistik uji yang diusulkan Litnovanda

Nikitin (2006) berbentuk
eXPNn (%2 %,)]
Tan: ~ ’ 59 1 — ® —
T G0 x) (59) d B}, = [ [Rn()-G,]dG,(1)  (67)
an
Chn = |_[R(®) =G, (D1AG,(t), m>2. (88)

Entropi Shannon dari suatu fungsi distribusi
F dengan fungsi densitas peluarfg didefinisikan
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untuk tOR.
2.6 Uji Kenormalan Berdasar kan M etode K er nel

Ahmad dan Mugdadi (2003) mengusulkan

28

v
W.. .
i Jj

b (75)

L= W(Z)[—Vir Yy ]

2.7SIMPULAN

metode kernel untuk menguji kenormalan. Misalkan

X,..., X, adalah sampel acak dari suatu fungsi
distribusi F dengan densitasf. Misalkan
u. =X +X. dengan fungsi densitas peluahgdan
V;» =X —X. dengan fungsi densitas peluarly.
Misalkan pulah(u,v) menyatakan densitas bersama

u. dan v, untuk semua i #i =1...,n.

Selanjutnyapenduga kerneh,, h,, dan hdiberikan

oleh
~ 1 u-u.
hl(U')'n(n—1)bzi¢i‘ b j (69)
Do — 1 VoV
hz(V)_n(n—l)bzi#i' b J 70
dan

V—V.

b

. 1 u-u.
h(“’V)'n(n—l)bzz““w{ b M J
(71)

denganb =D, adalahkonstanta positif yang disebut

bandwidthdan w(.) adalah densitas terbatas simetrik
yang disebut kernel. Diasumsikam memiliki nilai
tengah 0 dan varians terteni,(w) dan b - 0
sebagaimanan — o . Selanjutnya apabila ingin

menguiji HO  f adalahN(,u,az) melawan

H,: f bukanN(¢,0°) maka ukuran  yang
didefinisikan oleh

d= j J'_m[h(u,v) -hhMPPdudv, (72)
dapat digunakan untuk mengukur kenormalan
Menurut Ahmad dan Mugdadi (2003) =0 dan
0 =0 jika dan hanya jika hipotesis nol benar. Lebih

lanjut Ahmad dan Mugdadi (2003) memperoleh
dugaan untuk (72)

2 1
5:W2i¢i‘ Zj¢j* 2|¢|‘ Zrﬂ* V\/iiJ*ji‘

v N

[Wii*jj* W 20
(73)
dengan
u.—u..
W =w (%J (74)
dan

Masing-masing statistik uji kenormalan memiliki
keunggulan dan kelemahan masing-masing. Studi
komprehensif menunjukkan bahwa uji yang
berdasarkan fungsi distribusi empiris secara umum
tidak mampu memberikan informasi lain tentang
ketidaknormalan. Sebaliknya uji yang berdasarkan
momen bersifat omnibus, tetapi tidak terlalu bagus
untuk sampel berukuran kecil dan data yang berisi
pencilan (lihat Poitras, 2006; Urzta, 1996; Urzua,
2007). Uji yang berdasarkan regresi atau korelasi
biasanya memerlukan komputasi yang itensif pada
saat menentukan bobot. Demikian pula dengan uji-uji
yang berdasarkan entropi sampel, kernel, dan
karakteristik Polya cenderung memberikan statistik
uji yang memerlukan komputasi intensif, terutama
simulasi Monte Carlo. Uji kenormalan akan
senantiasa berkembang sesuai dengan cara pandang
terhadap kenormalan. Sebagai contoh uji kenormalan
berdasarkan transformasi proses empiris (Cabafia dan
Cabarfia, 2003), uji berdasarkan informasi Fisher
(Lee, 1998), uji menggunakan statistik Q (Zhang,

1999), dan uji berdasarkan jardk - Wasserstei
(Del Barrio,et al 1999).
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MODEL PENYERAPAN OBAT UNTUK INTERVAL DAN DOSIS BERBEDA
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INTISARI

Pada artikel ini akan dibahas akumulasi jumlah aladéam aliran darah untuk dua metode pemberian
obat. Metode pertama obat diberikan setiap 12 jangan dosis 12,5 mg, sedangkan metode kedua
obat diberikan setiap 24 jam dengan dosis 25 mgil kerhitungan menunjukkan bahwa metode
kedua menghasilkan akumulasi jumlah obat dalanarald¢arah yang lebih banyak daripada metode
pertama.

Kata kunci: penyerapan obat, dosis obat, akumulasi jumlah obat.

DRUG ABSORPTION MODEL FOR DIFFERENT INTERVALSAND DOSES

| NYOMAN WIDANA
Mathematics Department, FMIPA, Udayana University
Email: nwidana@yahoo.com

ABSTRACT

This article will discuss the accumulated quantitfy the drug in the bloodstream of the two
administered methods of the drug. The first metti@ drug is administered every 12 hours with a
dose of 12.5 mg, whereas for the second methodrtigeis administered every 24 hours with a dose of
25 mg. The calculations show that the second medlsodmulates more drugs in the bloodstream than
the first method.

Keywords: drug absorption, drug dose, drug accumulation.

1. PENDAHULUAN Misalkan y=y(t) menyatakan jumlah obat

o dalam aliran darah pada sabtt Asumsikan laju
Dokter kadang-kadang memberi pilihan kepadgerypahannya sebanding dengan konsentrasi obat
pasien untuk meminum obat dua kali sehari dengagajam aliran darah. Hal ini dapat dimodelkan sebaga

dosis tertentu atau satu kali sehari dengan dagis d persamaan diferensial berikut (lihat Burghes dan

kalinya. Untuk itu dalam tulisan ini akan dibahaspgyrie 1981; William, 1983)

jumlah obat dalam aliran darah untuk kedua pilihan dy

tersebut. — =-ky 1)
Tujuan penulisan makalah ini adalah untukd dt - -

mengetahui akumulasi jumlah obat dalam aliran engank adalah konstanta positif yang n|Ia|r_1ya

darah untuk pemberian obat dengan jangka waktgalloat ditentukan perdgsarkan hasil - eksperimen

yang lama, khususnya, untuk dua metode pemberiafy''adap obat yang diteliti. _

obat. Metode pertama obat diberikan setiap 12 jam Misalkan pasien diberikan dosis awal sebggar

dengan dosis 12,5 mg. Sedangkan untuk metoddan diasumsikan langsung diserap oleh darah pada

kedua, obat diberikan setiap 24 jam dengan dosis 26=0, maka hal ini mengakibatkay = y, pada saat
mg. Selain itu akan dibandingkan akumulasi jumlahy - g \waktu sebenarnya yang diperlukan untuk
obat untuk berbagai kecepatan penyerapannya. penyerapan obat biasanya sangat singkat

dibandingkan dengan waktu untuk pemberian dosis
2. TINJAUAN PUSTAKA berikutnya. Solusi umum dari persamaan (1) adalah

— -kt
Studi tentang penurunan konsentrasi obandal Y= Y€ ) _ 2)
darah merupakan hal yang vital bagi pasien. Respon Setelah waktu yang ditentukan, misalkain
dari pasien terhadap dosis obat yang diberikanasangdosis kedua sebesay, diberikan kepada pasien.
menentukan dosis yang diperlukan dan interval
waktu pemberian obat.
31
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Sesaat sebelum dosis ini diberikan, yaitu pada sa&edangkan untuk pengobatan dengan dosis 25 mg

t =T_, jumlah obat dalam darah adalah setiap 24 jam (1 hari) diperoleh
y(T) = y,e™. y, =25, 0<t<1.
Sesaat setelah dosis kedua ini diberikan, padauwakt
T =T, maka Untukk =1, jumlah obat dalam darah untuk dosis
Y(T.) = Y, + V€T =y, (L +e™). 12,5 mg dan 25 mg diilustrasikan oleh grafik beriku
Jumlah obat ini menyusut sesuai dengan persamaan M?
(1) dengan kondisi away = y,(1+€™*") pada saat 257
t=T. Sehingga untukt>T dengan mengingat 00 .
persamaan (1), diperoleh 75
(1) = Yo L+ ). ®) .
Sehingga, untuk — 2T 1253
y(E@T)=y,@+e" )™, m_u—f\
Selanjutnya setelah memberikan pasien dogjs -,_5_5 e~
pada waktu = 2T diperoleh 0.0 0.25 os 07s 10
y(2T,) = Yol +e™" +e™)  Metode!
dan sekali lagi dengan menggunakan persamaan (1) . Metode 2
dengan y=y,(l+e"" +e®") pada saatt=2T, Gambar 1. Jumlah obat dalam aliran darah uktuk1.
diperoleh
y(t)=y0(1+e‘kT +e 2T )kt yntuk t > 2T, Sedangkan untuk=5, jumlah obat dalam darah

Dengan jalan yang sama, dapat dilihat pada grafik berikut

y@L) =y, @+e™ +e*T )™, =Y
dan setelah diberi dosig=y, padat =3T , ¥
y@T,) = yo@+e™ +e?7 +e7),
Selanjutnya, diperoleh
y(nT+) - yo (1+ e—kT + e—2kT + e—3kT +eoo e—nkT),

untukn=12,....
Kemudian menggunakan deret geometri diperoleh
1 — g("DKT
yr) = L)
dan untukn yang makin besar, diperoleh
y e Metode 1
y(nT+) - 1- ecikT . - Metade 2

Dari model ini diperoleh bahwa jumlah obat dalam Gambar 2. Jumlah obat dalam aliran darah urktizk 5.

darah akan mencapai tingkat kejenuhgndengan , ) ,
Selanjutnya akan dibahas jumlah obat dalam

y = Yo &) aliran darah dalam jangka waktu yang lama untuk
F1-e¥T kedua metode diatas. Metode 1, pasien diberikan
obat dengan dosis 12,5 mg setiap 12 jam (1/2 hari),
3. PENYERAPAN OBAT maka jumlah obat dalam darah dalam jangka waktu
yang lama, dengan menggunkan persamaan (4), akan
Misalkan pasien diberikan obat dengan dogjs 1 mencapai
mg setiap 12 jam (1/2 hari) maka, dari persamaan _ 125

(2), diperoleh jumlah obat dalam darah adalah Yin = 1-g X2 ()
y, =125 0<t<1.
Berdasarkan persamaan (3), diperoleh Untuk metode 2, pengobatan dilakukan dengan dosis
yi() =y, (e e N 1ot 25 mg setiap 24 jam (1 hari), sehingga dengan jalan
1 01 1 2= .

yang sama diperoleh
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(6)

Jumlah obat dalam darah untuk kedua metode
tersebut, untukLl< k <5, diilustrasikan oleh grafik
berikut

1 2 3 4 g

— Metode 1

Metode 2
Gambar 3. Jumlah obat dalam aliran darah untuk

1<k<b5.

Selanjutnya, dapat ditunjukkan bahwa

_ 125 _ 25
YT e S e

« = Y2, untukk >0.

Hal ini berarti bahwa dalam jangka waktu yang lama,
jumlah obat dalam aliran darah, untuk metode 1,
lebih sedikit dari jumlah obat dalam aliran darah
untuk metode 2.

4. SSMPULAN

Pemberian obat setiap 24 jam dengan dosis 25
mg menghasilkan akumulasi jumlah obat dalam
aliran darah yang lebih banyak daripada pemberian
obat setiap 12 jam dengan dosis 12,5 mg, untuk
pemberian obat dengan jangka waktu yang lama.

DAFTAR PUSTAKA

Burghes, D. N. and Borrie, M. S. 198Wodelling with
Differential Equation. Ellis Horwood Limited.
London.

William, F. L. 1983. Differential Equation Models.
Springer-Verlag. New York.



Jurnal Matematika, Vol. 1, No. 1, 2010, 34—37

IMPLEMENTASI BEBERAPA UJI KENORMALAN OMNIBUS
DENGAN PERANGKAT LUNAK R
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INTISARI

Uji kenormalan omnibus adalah ujian kenormalan yamgmpu memberikan informasi tambahan
tentang ketidaknormalan data atau penyimpanganrgialum koefisien kepencongan dan kurtosis.
Penelitian ini bertujuan untuk mengimplementasikanghitungan statistik uji kenormalan omnibus
D’'Agostino-Pearsonk? dan statistik uji modifikasi Jarque-Bera menggumakperangkat lunak
R.

Kata kunci: uji kenormalan omnibus, uji D’Agostif@arson, uji Jarque-Bera termodifikasi.

IMPLEMENTATION OF SOME OMNIBUS NORMALITY TEST USING R SOFTWARE

| WAYAN SUMARJAYA
Mathematics Department, FMIPA, Udayana University
Email: sumarjaya@unud.ac.id

ABSTRACT

An omnibus normality test is a normality test thah give additional information about nonnormality
or other deviation from normality through the skess and the kurtosis coefficients. The aim of this
research is to implement the omnibus D’AgostinorBeak? test and modified Jarque-Bera test
statistic using R software.

Keywords: omnibus normality test, D’Agostino-Pearsest, modified Jarque-Bera

1. PENDAHULUAN biasanya memerlukan komputasi yang itensif pada
saat menentukan bobot. Demikian pula dengan uji-uji

Uji kenormalan telah menarik banyak perhatianyang berdasarkan entropi sampel, kernel, dan
para peneliti. Telah ratusan tulisan ilmiah tentajig karakteristik Polya cenderung memberikan statistik
kenormalan dipublikasikan. Secara umum ujiuji yang memerlukan komputasi intensif, terutama
kenormalan dapat dikelompokkan ke dalam beberapsimulasi Monte Carlo.
jenis: uji berdasarkan fungsi distribusi empiri§i, u Statistik uji yang mampu memberikan informasi
berdasarkan momen, uji berdasarkan korelasi atatambahan tentang ketidaknormalan atau
regresi, uji berdasarkan entropi sampel, ujipenyimpangan dari kenormalan disebut uji omnibus.
berdasarkan karakteristik Polya, uji berdasarkarJiji ini biasanya melaporkan koefisien kepencongan
metode kernel, dan uji berdasarkan metodedan kurtosis sebagai ukuran untuk mengetahui
nonparametrik. normal atau tidaknya data.

Studi komprehensif yang dilakukan Stephens Penelitian ini membahas implementasi stéatisti
(1972), Koziol (1986), Dufouret al(1998), Seier uji kenormalan omnibus D’Agostino-Pearsdt’
(2002), Coin dan Corradetti (2006), Farrell dan(lihat D’Agostino, et al 1990) dan modifikasi uiji
Rogers-Stewart (2006), Bretat al. (2008) Yazici Jarque-Bera yang diusulkan oleh Urzda (1996, 2007)
and Yolacan (2007), Tanweer-ul-Islam (2008),

Tanweer-ul-Islam dan Zaman (2008) menunjukkar2. METODE-METODE UJI KENORMALAN

bahwa masing-masing statistik uji memiliki OMNIBUS

keunggulan dan kelemahan. Sebagai contoh uji yang

berdasarkan fungsi distribusi empiris atau uji fara Konsep uji berdasarkan momen adalah bahwa
umumnya tidak mampu memberikan informasimomen ketiga dan momen keempat yang diberikan
tambahan tentang ketidaknormalan distribusioleh

alternatif. Uji yang berdasarkan regresi atau lasie
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\/E_ E(X-u)° _EX-up? ) yang berdistribusi x*(2) apabila populasi
1

- [E(X _ﬂ2)2]3/2 - o berdistribusi normal. Pada persamaan (8) nilai
dan Zz(\/a) danz?(b,) adalah pendekatan-pendekatan
B, = E(X-4)" _E(X-p)° @) normal terhadap+/b, dan b,. Hipotesis dan
* [EXX = )T o’ langkah-langkah pengujian terhadap kepencongan,

dari distribusi N (0) adalah 0 dan 3. Konsep kurtosis, dan statistik K? dapat dilihat pada
momen ini dimunculkan pertama kali oleh Karl D’Agostinoet al.(1990).

Pearson. Selanjutnya, momen ketiga disebut

kepencongan skewness dan momen keempat 2.2 Uji Omnibus Jarque-Bera

disebut kurtosis. Dengan demikian penyimpangan

dari kenormalan dapat diketahui dari nilai momen-  Pendekatan pengujian menggunakan

momen yang diduga menggunakan sampel, yakﬂiepencongan\/a dan kurtosisb, juga diusulkan
koefisien kepencongaQ/E dan koefisien kurtosis oleh Jarque dan Bera (1980, 1987) dan Bera dan

b, yang dihitung sebagai Jarque (1981) dengan statistik uji
-13)?
\/_ =(mz% (3) JB= n{(\/g)z + (b224 ) } 9)
dan

m, Statistik JB secara asimtotis berdistribugf (2).

(M)’ (4) Hipotesis nol akan ditolak apabila statistik JBilteb

M _ besar daripada nilajy® (2) .

denganm, = (1/ n)zin:l(xi -X)’. Urzla (1996) melihat kelemahan uji JarqueaBer
Kepencongan dan kurtosis dapat diukur dengaHntUk sampel berukuran kecil sampai menengah dan

lebih dari satu cara. Fisher (lihat D'Agostiebal, ~ Mengusulkan modifikasi uji Jarque-Bera dengan

b2:

1990) mendefinisikan kepencongay dan kurtosis ~ Statistik
. _ 2
g, sebagai JBU= (\/E)Z LB -v) . (10)
OINCESON v "
1o (n-1)(n-2)s® ' () Pada persamaan (10) nilai
dan v, =3(n=1)/(n+1),
nn+1>"" (x -X)*  3(n-1) © Vv, =6(n=2)/[(n+)(n+3)],
= = - , (6 dan
2 4
n-1Y(n-2)(n-3)s n-2)(n-3
dengasn 4 4 ) ( 4 ) v, =24n(n-2)(n-3)/[(n+1?*(n+3)(n+5)].
n 2 Statistik JBU secara asimtotis juga berdistribusi
2 Z._ (X - X) 2
Fosin @ X Q.
(n-1) Urzla (2007) mengusulkan dua uji omnibus

Geary (lihat Bonnet dan Seier, 2002)untuk  kenormalan  menggunakan  ukuran
mendefinisikan kurtosis sebagar /o dengan kepencongan Pearson dan kurtosis Geary, yakni
T =E(| X = ]). Lebih lanjut, menurut Bonnet dan statistik

Seier (2002) pada kondisi kenormalan dapat (\/E)z (W—3)2
U, = +
d €

ditunjukkan  bahwa /0 = (2/m) Y?=0,7979 (11)
Pembahasan lebih lanjut tentang kepencongan dgiyn
kurtosis dapat dilihat pada DeCarlo (1997). \/E (w-3)
U,=maxy —,— | (12)
2.1 Uji Omnibus D’Agostino-PearsonK? d \/E
Pada persamaan (11) dan (12) nilai
D’Agostino dan Pearson mengusulkan statistik 6(n - 2)
uji menggunakan momen Pearson (lihat D’Agostino S, (13)
et al, 1990) (n+H(n+3)
k2 =72/ )+ 22(b), ®) o= 4 (14)

(n+2)’
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—6In(a) ## prosedur pengujian ommi bus K*2
=—, (15) sqr.K <- (Z.sqrt.bl)"2 + (Z.b2)"2
In(77/2) cat("Statistik uji Agostino-Pearson K
dan kuadrat:",sqgr. K, "\n")
" if (sqr.K >= gchisq(1l-alpha,2)) {
n _ n _\2 cat ("Hi potesis nol ditolak.","\n")
azzi=1|xi - X| /[nzizl()ﬁ -X)] . (16) } else {
cat ("Hi potesis nol tidak ditolak.",
"\'n")
IMPLEMENTASI UJI KENORMALN } }
OMNIBUS

S - . , : Implementasi statistik uji modifikasi Jarque-Bera
Berikut ini implementasi uji omnibus D’Agostino- oleh Urztia (1996).

PearsonK *berdasarkan D’Agostinet al. (1990).
# fungsi JBU omi bus nengi npl enent asi kan

# fungsi DAP nenghi tung kepencongan, # nodi fi kasi Jarque-Bera ol eh Urzua
# kurtosis JBU. omni bus <- function(x, al pha){
# dan statistik Kr2 n <- length(x)
DAP. ormi bus <- functi on(x, al pha) { n2 <- sun((x - nean(x))”2)/n
n <- |ength(x) M <- sum((x - nmean(x))”"3)/n
m <- sum((x - mean(x))"2)/n mt <- sun({(x - nean(x))”4)/n
nB <- sunm((x - nean(x))”"3)/n sqrt. bl <- nB/(nmR"1.5)
m <- sum((x - nmean(x))”4)/n vl <- 3*(n - 1)/(n + 1)
## prosedur pengujian kepencongan v2 <- 6*(n - 2)/((n + 1)*(n + 3))
sqrt.bl <- nB/(n2"1.5) v3 <- 24*n*(n - 2)*(n - 3)/
cat (" Kepencongan sanpel : ", sqgrt.bl,"\n") ((n + 1)72*(n + 3)*(n + 5))
al <- (n + 1)*(n + 3) b2 <- md/ (nR2"2)
a2 <- 6*(n - 2) JBU <- (sqrt.bl)”2/(v2) + (b2-v1)/(v3)
Y <- sqrt.bl*sqgrt(all/a2) cat("Nilai statistik JBU:",JBU, "\n")
a3 <- 3*(n"2 + 27*n - 70)*(n + 1)*(n + if (JBU >= gchisq(1l-al pha,2)) {
3) cat ("Hi potesis nol ditolak.","\n")
a4 <- (n - 2)*(n +5)*(n + 7)*(n + 9) } else {
bet at wo. sqrt. bl <- a3/ a4 cat ("Hi potesis nol tidak ditolak.",
sqr. W<- -1 + sqgrt(2*betatwo.sqgrt.bl - "\'n")
1) }
W<- sqrt(sqr.W }
delta <- 1/sqrt(log(W)
al pha <- sqrt(2/(sqr.W- 1)) # Statistik Uzua (2007)
Z.sqrt.bl <- delta*log(Y/ al pha + U. omni bus <- function(x, al pha){
sqgrt((Y/ al pha)~2 + 1)) n <- length(x)
cat("Statistik uji n2 <- sun({(x - nean(x))"2)/n
kepencongan: ", Z. sqrt. b1, "\ n") mM <- sum((x - nmean(x))”"3)/n
## prosedur pengujian kurtosis mt <- sun({(x - nean(x))”4)/n
b2 <- mi/ (nme”2) sqrt.bl <- nB/(nR"1.5)
cat ("Kurtosis sanpel :",b2,"\n") d <- 6*(n-2)/((n + 1)*(n + 3))
a5 <- 3*(n - 1) e < 3.54/(n + 2)
a6 <- (n + 1) a <- sum(abs(x - nean(x)))/n*sun{(x-
E. b2 <- a5/ a6 nmean(x)))
a7 <- 24*n*(n-2)*(n - 3) w <- -6*log(a)/log(pi/2)
a8 <- ((n + 1)72)*(n + 3)*(n + 5) Ul <- (sgrt.bl/d) + (w- 3)"2/e
var. b2 <- a7/ a8 U2 <- max(sqrt.bl/d,(w - 3)/sqgrt(e))
X <- (b2 - E b2)/(sqrt(var.b2)) cat("Nilai statistik UL:", UL "\n")
a9 <- 6*(n"2 - 5*n + 2) cat("Nilai statistik U2:",U2,"\n")
ald <- (n + 7)*(n + 9) if (UL >= gchisqg(1-al pha,2)) {
all <- 6*(n + 3)*(n + 5) cat ("H potesis nol ditolak.","\n")
al2 <- n*(n - 2)*(n - 3) } else {
sqrt. betaone. b2 <- cat ("Hipotesis nol tidak ditolak.",
(a9/ al0) *sqrt(all/ al2) "\'n")
al3 <- 8/sqgrt.betaone. b2 }
ald <- 2/sqrt.betaone. b2 if (U2 >= 2.236) { Woalfa 5%
al5 <- 1 + (4/sqgrt.betaone. b2) cat ("H potesis nol ditolak.","\n")
A <- 6 + al3*(ald + sqrt(alb)) } else {
alé <- 1 - (2/(9*A)) cat ("H potesis nol tidak ditolak.",
al7 <- 1 - 2/A "\n")
al8 <- 1 + x*sqrt(2/(A - 4)) }
al9 <- sqrt(2/(9*A)) }

Z.b2 <- (al6é - (al7/al8)"(1/3))/(al9)
cat("Statistik uji
kurtosis:",Z. b2,"\n")
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SIMPULAN

Implementasi uji omnibus di atas
disempuranakan lagi untuk menghitupgalue dan
antisipasi terhadap data yang mengandung nol (0).
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