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INTISARI

Makalah ini membahas tentang pemodelan dan penemtaktu penyelesaian siklusycle layanan
jaringan antrian fork-join taksiklik dengan kapasitpenyangga takhingga, dengan menggunakan
aljabarmax-plus Hasil pembahasan menunjukkan bahwa dinamikaganirantrian fork-join taksiklik
dengan kapasitas penyangga takhingga dapat dinzodéd& dalam suatu persamaan matriks atas
aljabar max-plus Dapat ditunjukkan pula bahwa waktu siklus layafetngan antrian merupakan
eigennilaimax-plusdari matriks pada persamaan terse Gii.

Kata kunci: aljabar max-plus, eigennilai max-plyaringan antrian fork-join, waktu penyelesaian
siklus layanan.
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ABSTRACT

This paper aims to model and determine the sersyode completion time of noncyclic fork-join
queueing networks with infinite buffer capacity,ng max-plus algebra. The finding show that the
dynamics of the noncyclic fork-join queuing netwsnkith infinite buffer capacity can be modeled
into a matrix equation over max-plus algebra. We alao show that the service cycle completion time
of queuing networks is a max-plus eigenvalues efrtiatrix in the equation.

Keywords: max-plus algebra, max-plus eigenvaluesk-jpin queueing networks, service cycle
completion time.

1. PENDAHULUAN terpisah, kemudian digabungkan kembali di titik
tujuan jaringan tersebut hingga diperoleh pesan
Jaringanfork-join merupakan salah satu sistem seperti semula.
antrian yang memungkinkan pelanggamustomey Dalam pembahasan jaringan antrian dapat
terpecah menjadi beberapa bagian, dan digabungjasumsikan bahwa kapasitas penyanggaffén
kembali menjadi satu setelah pelanggan melaluiakhingga atau berhingga. Pemodelan dinamika
sistem tersebut. Sistem seperti ini banyak dijumpajaringan dengan menggunakan aljabarax-plus
pada proses produksi dalam industri, pengirimardapat memberikan deskripsi yang lebih kompak dan
pesan dalam jaringan komunikasi, dan pemrosesaerpadu (Baccelliet al, 1992). Di samping itu
data dalam sistem komputer multiprosesor. Sebaggemodelan ini juga memudahkan dalam hal
gambaran dalam jaringan komunikasi, pesan terpecatomputasi numeriknya. Pemodelan jaringan antrian
menjadi paket-paket yang disampaikan melalui jaludengan menggunakan aljabaax-plustelah mulai
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dibahas dalam Krivulin (1994, 1995, 1996a, 1996b).  Lebih lanjut R,, 0, () merupakan semilapangan
Dalam Krivulin (1994) telah dibahas pemodelan(semifield, yaitu bahwa R, O, 0) merupakan
untuk antrian jenis G/G/1. Pemodelan dan evaluasiemigelanggangsémigelangganjgkomutatif dengan
kinerja, yang meliputi waktu sistem pelanggan darkondisi untuk setiapa O R terdapat-a sehingga
waktu tunggu pelanggan, untuk sistem antriaerjakua O (-a) = 0. Rmax: = R O, O) disebut
tandemtelah dibahas dalam Krivulin (1995). Dalam denganaljabar max-plus yang selanjutnya cukup
literatur tersebut pembahasan secara eksplisit bagjtyliskan dengan Rma Dalam hal urutan
dibahas untuk sistem antriaiandem dengan pengoperasian (jika tanda kurang tidak dituliskan),

kapasitas penyangga takhingga. Dalam Krivulingerasi mempunyai prioritas yang lebih tinggi dari
(1996a) untuk jaringan antriafork-join taksiklik pada operasil. Pangkatk dari elemenx O R
dengan kapasitas penyangga takhinggelah

diberikan persamaan dinamika keadaastate dinotasikan dengan kadidefinisikan sebagai
dynamic equation secara eksplisit, dan sistem berikut:

antrian tandem dipandang sebagai kejadian 0o,

khususnya Persamaan keadaan dinamik Secar%an
eksplisit untuk jaringan antriafork-join taksiklik

d ! : ok Ok-
engan kapasitas penyangga berhingga telah X- =x0 X ,
diberikan dalam Krivulin (1996b). Pemodelan yangdan didefinisikan pula
dilakukan dalam  Krivulin ~ (1996a, 1996b), 0o
diasumsikan bahwa pada waktu awal jaringan £ =0
beroperasi, penyangga tidak selalu kosong. dan

Makalah ini akan membahas pemodelan dan ng: ¢, untukk=1, 2, ...

kinerja (erformancg jaringan antrian fork-join Operasi[] dan [ pada Ry di atas dapat

taksiklik dengan kapasitas penyangga takhingQayineriuas untuk operasi-operasi  matriks dalam
dengan kondisi pada awal jaringan beroperasi, .,

penyangga dalam keadaan kosong. Pemodelanmax: "
dilakukan dengan pendekatan aljabarax-plus  didefinisikan

Kinerja jaringan yang dibahas adalah analisis wakt (A0 B); =A; UB;
penyelesaian siklus layanan jaringan antriandan
dikaitkan dengan eigennilaialjabaax-plus

nxn
max

Khususnya untuk matriks dalanR

n
(ADB); = []AUBy.
k=1

Didefinisikan matrikE OR™"

max’
Dalam bagian ini dibahas konsep dasar aljabar 0, jikai=]j
max-plusdan kaitannya dengan teori graf yang akan €i:= {
digunakan dalam pembahasan untuk bagian-bagian .
selanjutnya. Materi lebih lengkap dapat dilihat pad dan matriks
Baccelliet al. (1992), Krivulin (1996b), dan Rudhito EORMY ,(£)j=¢
(2003). untuk setiapi danj . (Rye, O, O) merupakan

DiberikanR, : = RO{& } denganR adalah : o
semigelanggang sémirin idempoten  dengan
himpunan semua bilangan real damg : = —0. Pada g ggang s 9 P 9

R . didefinisikan operasi berikutla,b O R, a [ b elemen netral matrik€ dan elemen satuan matriks
'= max@, b dan alb:=a+b. (R, 0,0) E. Pangkak dari matriksA 0 R, dalam aljabar

max

merupakan semigelanggang komutatif idempOte'?nax-plusdidefinisikan dengarADo: E, dan ADK =
dengan elemen netral= —c dan elemen satuam=

2. ALJABAR MAX-PLUS DAN TEORI GRAF

€, jikai # j

0, yaitu bahwﬂa,bD RE berlaku: A O A.Dk_l untuk k = 1, 2, ... . Selanjut.nya akibat
) al0b=bOa @ObOc=al (b0 ) sifat idempoten operasil, untuk setiap A 0O
alle=a Ry berlaku(EOA)Y =EOAD ...OA

i) (@aldb)dc =al((M0Oc), alle =a+0 Suatugraf berarah¢ didefinisikan sebagai suatu
= 0+a=ela pasangang = (V, A) denganV adalah suatu

i) alle =¢0a. himpunan berhingga takkosong yang anggotanya

iv) @0b)0c=@0c0MGOc,ald(Uc) disebuttitik danA adalah suatu himpunan pasangan
=g¢Ub)0@0O0). terurut titik-titik. Anggota A disebutbusur Suatu

v) alb =b0a dan ala=a lintasan dalam graf beraraky adalah suatu barisan

berhingga busuii{, i), (i, i), ... , {4, i}) dengani,
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iv) O A untuk suatu O N (= himpunan semua Berikut diberikan suatu interpretasi dalarorite

bilangan asli), dank =1, 2, ... | — 1. Untuk suatu graf untuk pangkak matriks A O Rp. dalam
lintasanp, panjang lintasanp didefinisikan sebagai aljabarmax-plus Diberikan ADR™ . Jikak 0 N
banyak busur yang menyusym dan dinotasikan ’

max *
. . k k
dengan|g|, . Suatu lintasan disebuirkuit jika titik ~ maka unsur ket dari matriks A" adalah(A™")

awal dan titik akhirnya samaSirkuit elementer = i max (At = *A L TALD =
adalah sirkuit yang titik-titiknya muncul tidak ieb 112 lk-1=0
dari sekali, kecuali titik awal yang muncul tepaad ~ _ Max <n( At At o HAG) untuk
kali. Suatu graf beraraj = (V, A) denganV = {1, L2k
2, ... ,n} dikatakanterhubung kuajika untuk setiap  Setiap s, t. Karena (A (+A, j+ -+A; )
i,j OV, i#]j,terdapat suatu lintasan darikej .  adalah bobot lintasan dengan panjdnglengant
Suatu graf yang memuat sirkuit diselgraf siklik ~ sebagai titik awal das sebagai titik akhirnya dalam
3?3111%(2; t:E;Llfikgraf yang tidak memuat SIrI(Ultg(A), maka(ADk)stadaIah bobot maksimusemua
Untuk setiap graf berarah= (V, A) dengann lintasan dalamg(A) dengan panjand, dengant
. FAfini ; nxn sebagai titik awal das sebagai titik akhirnya. Jika
t|t.|k, didefinisikan sugtu matrike D Rimax '+ YaN9 " idak ada lintasan dengan panjdndarit ke s, maka
disebut denganmatriks kedampingandari graf

b d i dalah bobot maksimum didefinisikan sama dengan

erarahg,, engar?.unsgr.unsurnya adaia Sekarang diperhatikan bobot rata-rata maksimu

_ ] 0, jika(j.i)TA; sirkuit elementer, dengan maksimum diambil atas

e, jika (j,i)OA. semua sirkuit elementer dalam graf. Diberik&n
Diberikan graf beraray = (v, A) denganv =  URpa, dengan graf presedennga(A) = (v, E ).

{1, 2, ..., p}. Graf berarahg dikatakarberbobotjika ~ Bobot maksimum dari semua sirkuit dengan panjang

setiap busurj(i) O A dikawankan dengan suatu k dengan titiki sebagai titik awal dan titik akhir

bilangan realA;. Bilangan real A; disebutbobot  galamg(A) dituliskan sebaga(ADk)“. Maksimum

busur {, i), dinotasikan dengamw(j, i). Dalam i bob ksi irkuit d :
penyajiannya dengan gambar untuk graf beraral ari bobot maksimum semua sirkuit dengan panjang
dengan titiki sebagai titik awal dan titik akhir

berbobot, busur diberi label dengan bobotnya. N
s k
Didefinisikan graf presederdari matriksA O R dalam G(A) atas seluruh titik adalah [ ] (A7),

adalah graf berarah berbobg(A) = (V, A) dengan =

V ={12 ...n}, A ={(,1) |w(@,j)=A;# €} yang dapat dituliskan sebagai tr(m@k) dan rata-
Perhatikan sebaliknya bahwa untuk setiap graf K .
berarah berbobotg = (V, A) selalu dapat ratanya adalah (1/k) tracgq A”"). Kemudian

didefinisikan suatu matrik& OJR™" , dengan diambil maksimum atas sirkuit dengan panj&msgn,
C oy . yaitu atas semua sirkuit elementer, diperolehusuat
A = W(j,i), jika (j,i)OA rumus untuk bobot rata-rata maksimum sirkuit

' e, jika (j,i)O0A. elementer dalang(A) (dinotasikan denganma(A)),

Jelas bahwa graf berarah berbobot tersebut e _ 0k
merupakan graf preseden dari sebagai berikutima(A) = |ka1 [(1/k) trac A=) 1.

Diberikan graf berarah berbobgt = (v, A) Suatu sirkuit dalam graf disebut skuit kritis

dengarV = {1, 2, ... ,n}. Bobot suatu lintasap=1i1  jika bobot rata-ratanya sama dengan bobot rata-rata
- Iz » .. - i didefinisikan sebagai jumlahan maksimum sirkuit elementer dalay Suatu graf
bobot busur-busur yang menyusanBobot lintasan  yang terdiri dari semua sirkuit kritis dari graf

p dinotasikan dengarof . Untuk matriks A O  disebutgraf kritis dari ¢ dan dinotasikan dengagi.
Berikut diberikan definisi dan teorema yang

Rinax, bObOL suatu lintasalintasan o =iy — iz ~ ;0 yhtiannya dapat dilihat dalam Rudhito (2003).

max !

-~ i dalam graf presedeg(A) adalah|g| =

Teorema 1. (Baccdlli, et al., 2001). Diberikan A /7
may - Jika semua sirkuit dalang(A) mempunyai

max *

p, dinotasikan dengafp| , didefinisikan sebagai popot nonpositif, maka

A, i, tA, i, T T A, i_, - Bobotrata-rata lintasan

-1
=14, Opzn, A" < EOAD--0 A"".



Rudhito, Wahyuni, Suparwanto, dan Susilo 11

Bukti : lihat Baccelliet al. (2001) atau Rudhito Dari Teorema 2 dan 3 dapat disimpulkan bahwa
(2003). " untuk A OR”" Anaf{A) merupakan eigennilai

max?

Berdasarkan Teorema 1 di atas didefinisikarg:ﬁlg?ga?ax]gmz_g?nk:ml;rgngmatg:zgnp" Bn?éllle(ll:]tdasi

g;;?rqs'i blintaBng[oelulmu; Qatrzigglbeg‘fgt mkl N pembahasan selanjutnya.
inisi 1. (Baccelli, etal., 2001) Diberikan Lema 4. Jka A [ R™ adalah matriks

RM™ dengan semua sirkuit dalagfA) mempunyai max

max

bobot nonpositif . Didefinisikan kedam||(oingan graf berardah taksikig rgalk 6:]Amq =€
. on o+ , untuk semua o> p, dengan p adalah panjang
q A=EDAD--OA O A 0 lintasan terpanjang darg.
an
A=ADA. Bukti:

o _ . _ _ Perhatikan bahwa untuk matriks kedampingan di
Definis 2. (Eigennilai dan eigenvektor aljabarax-

plug). Diberikan A R . SkalarAd O Ry, disebut

max *

k
eigennilai aljabar max-plus matrika jika terdapat (A" )=, Max LCALHA et AL,
suatu vektov OR} . denganv # &, sehinggaA [

max
v = A 0 v. Vektor v tersebut disebut eigenvektor

aljabar max-plus matriké yang bersesuaian dengan dan hanya jika ada sedikitnya satu lintasan dengan
1 panjangk, dengans sebagai titik awal dahsebagai

titik akhirnya. Andaikan graf berarah di atas ikli

Berikut teorema yang memberikan eksistensNaka selalu dapat dibuat lintasan pada suatu
. - . xn sirkuitnya dengan panjang berapa pun. Hal ini
eigennilai aljabamax-plusuntuk setiapgA O R

max *

atas, unsur ketdari matriksADk adalah

untuk setiaps, t. Perhatikan bathADk)sti ¢ jika

berakibat bahwaa® # £, untuk semug =1, 2, ... .
Teorema 2. (Baccelli, et al., 2001). Diberikan A  Jadi jika graf beraraly di atas taksiklik, maka™"=

R Skalar Ana(A), yaitu bobot rata-rata g untuk semuay > p, denganp adalah panjang
maksimum sirkuit elementer dalag(A), merupakan lintasan terpanjangnya. [
suatu eigennilai aljabar max-plus matriks A.

Lema5. Diberikan A7 R, danb /R, dengan

unsur-unsurnya positif atau sama dengan Jika
graf, dengan matriks A merupakan matriks
kedampingannya, taksiklik, maka persamaan A

Dalam Rudhito (2003) dijelaskan bahwa jikikti =/ X &/ b mempunyai penyelesaian tunggal. Lebih

: : o o
i menyusun busur dalam sirkuit kriggs dalam G(A) lanjut penyelesaian dl_berlka_m olet= (E DA) b,

: . . dengan p adalah panjang lintasan terpanjang dalam
, maka kolom ke- matriks B merupakan graf tersebut.

eigenvektor yang bersesuaian dengan eigennilal
AmaA), dengarB = Ano(A) O A, danB = EO B Bykti:
0...0B2" Dengan mensubstitusikanpada persamaan di atas

Berikut  diberikan suatu teorema yangS€banyakkali (q> p) diperoleh

memberikan syarat perlu eigennilaialjalmaax-plus Substitusi ke-1 :
suatu matriks. x =A0OAOxOb)Ob

_a02
=A Ox OAObODb

Bukti:
lihat Baccelli,et al.,(2001) atau Rudhito (2003).
|

Teorema 3. ( Baccelli, et.al., 2001) Diberikan A

_ aD?2
[JRY" . Jika skalard /7R, merupakan eigennilai =A" OxOEDAUD
aljabar max-plus matriks A, maka merupakan Substitusi k§-2. )
bobot rata-rata suatu sirkuit dalag(A). x = AP Ox O (EOADO AP ) O b.
Bukti: Substitusi keg :
lihat Baccelli,et al.(2001) atau Rudhito (2003).

x = AT 0x OEDAD--0DA™)Ob.

Mengingat graf di atas taksiklik maka™™ = & ,
untuk semua > p, sehingga diperoleh



12 >emodelan Aljabar Max-plus dan Evaluasi Kinerjangmm Antrian Fork-Join Taksiklik dengan Kapasiasyangga Takhingga

Dengan notasi aljabanax-pluspersamaan (1) dan

= .0 A% = P
x=EODAD-OA ")Ib=EDATCD. ég) dapat dituliskan sebagai berikut

Dari proses mencari penentuan penyelesaian di at

nampak bahwa penyelesaian tersebut tunggal. m d(k) =t 0 a(k) O tic 0 ai(k=1) )
[] d,(k), jika P() % ¢

3. MODEL JARINGAN ANTRIAN FORK-JOIN a(K) = 4 iora) L (4)
TAKSIKLIK £,  Jika P(i) =@

Misalkan d(K) = [ dy(K) , d(K), ... ,du(K)]", a(k) = [
Pengertian tentang jaringan antrifork-joint  ai(K) , @x(K), ... ,a,(k)]" dan
berikut mengikuti dalam  Krivulin  (2000). t £
Diperhatikan suatu jaringan dengantitik pelayan I= :
tunggal 6ingle-server dan pelanggan kelas tunggal
(single-clasy. Struktur jaringan antrian ini dapat € Lo
dinyatakan dengan graf berarah taksiklik (N, A) Persamaan (3) dan (4) di atas dapat dituliskan
dengan busur yang ditentukan oleh rute transisimenjadi

pelanggan. Untuk setiap titik 0 N, didefinisikan d(k) =Tk O a(k) O Ty O d(k -1). )
himpunan pendahulu (predecessojs dan penerus a(k) = G O d(k), (6)
(successobstitik i berturut-turut dengaR(i) = {j| dengan matrik& yangunsur-unsur adalah
G,i)) DA) dans(i) ={j|G,i) OA). _ | O jika jOP();

Untuk setiap titiki O N terdiri dari sebuah $ £,untukyanglain.

pelayan dan penyangga dengan kapasitas takhinggaerhatikan bahwa G merupakan  matriks

yang bekerja dengan prinsigirst-in First-Out oqampingan dari graf stuktur jaringan antrian.iDar

(FIFO). Pada waktu-awal jaringan bekerja persamaan (5) dan (6) dapat dituliskan persamaan
diasumsikan bahwa pelayan bebas pelanggan, d(K) = Te0 G O d(K) 0 T d(k 1), 7)
penyangga untuk semua titik denganP(i) # [
dalam keadaan kosong, sedangkan penyangga litier ema 6. Diberikan jaringan antrian fork-join tak
yang tidak mempunyai  pendahul®(i) = 0)  gjkiik dengan graf struktur jaringannya yang
mempunyai takhingga banyak pelanggan. . mempunyai panjang lintasan terpanjang p dan

Operasifork pada titik i diawali setiap kali 4iriks kedampingan G. Persamaan keadaan
layanan sebuah pelanggan selesai dan dipem'eéksplisitjaringan tersebut adalah
beberapa pelanggan baru untuk antrian berikutnya. d(k) = A(K) O d(k -1) @8)
Banyaknya pelanggan baru yang muncul padaititik dengan AX) = (E 0 (T, 0 G))° T;(
sebanyak titik dalang(i). Pelanggan-pelanggan baru '
ini secara serentak meninggalkan titidan menuju Bukti:
titik-titik ] O (i) secara terpisah. Opergsin pada Dari Hasil pada persamaan (7) dapat ditulisid(k)
ttik i terjadi saat pelanggan-pelanggan datang K& 1. ) 1 g 0 (T, 0 d(k -1)). KarenaG adalah
_t|t|k |, tidak hanya d.' menunggu di penyangga, tetapp, .o kedampingan graf taksiklik dengan panjang
juga menunggu sedikitnya satu pelanggan dari setiap
titik j O P(i) datang. Segera setelah pelanggarintasanp, maka menurut Lema 4G™"= € untuk
datang, bersama satu pelanggan dari setiap titisemuag > p. Akibatnya T, 0 G))? = £ untuk semua
pendahulunya, mereka bersatu menjadi saty > p. Selanjutnya menurut Lema 5, persamaan ini
pelanggan dan masuk dalam penyangga dalamempunyai penyelesaian
pglzyan be_rli(kutnbyaH Dalam _pgnﬁoperalsian jaringan d(K) = (EO (T« O G))°O (T« O d(k -1))
ini diasumsikan bahwa perpindahan pelanggan antar - p _
titik tidak memerlukan waktu. (ED (M) 0 T Odlk~1)).

Misalkan a(k) menyatakan waktu kedatangan
pelanggan ké-pada titiki, d(k) menyatakan waktu Contoh 1.

keberangkatan pelanggan kepada fitiki, dantic  jaringan antriarfork-join taksikiik dengann = 5

menyatakan lama waktu layanan untuk pelanggaﬁiperlihatkan dalam Gambar 1 berikut.
kek pada pelayan. Diasumsikan jaringan mulai

beroperasi pada nol waktu, yaitu baht(@) = 0 dan
di(k) = ¢ untuk semu& < 0,i = 1, ...,n. Dinamika
antrian pada titik dapat dinyatakan dengan
d(K) = maxgi + a(k), ti + di(k-1)) , (1)
max(d; (k)), jika P(i) # @,

w0 = O e e @
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panjang lintasan terpanjangnygaringan

13

(@] [2 ¢ € € ¢ 21 [4
d, (2 E 3 € € ¢ 3 6
d,@|=|7 &€ 5 ¢ £|0|7|=|12
d, (2 6 7 ¢ 4 ¢ 7 (11
d;(2)| |10 10 8 7 3| |10/ |15

Dengan menggunakan progr:am_M;ltIa{b,_diperoleh
perhitungan hingg& = 30, seperti dalam Tabel 1
berikut.

4. EVALUAS KINERJA JARINGAN ANTRIAN

Diperhatikan waktu penuntasan siklus layanan
jaringan sebagai barisan siklus layanan: siklus
kepertama mulai saat waktu awal, dan berakhir
segera setelah semua pelayan dalam jaringan
menuntaskan layanan kepertamanya, siklus kedua
segera setelah semua pelayan dalam
menuntaskan layanan keduanya, dan

berakhir

1 :t'QS 5
3k
_10 , A10—
tlk:2 4 t5k:3
S u'e
t4k=4
_10
t2k:3
Gambar 1.
Matriks kedampingan dari graf pada jaringan di atas
adalah
(e £ £ ¢ &£
E £ € € €
G|0 € ¢ ¢ ¢
0 0 ¢ ¢ ¢
e € 00
Nampak bahwa
adalah p = 2. Dari

persamaan keadaan

dengan
AK) = (ED (Tc0 G))*0 Ti

=(E0(MOG) O (T OGO Tk

I ty £ £

£ ty £

ty Oty £ ty
ty Ot ty Oty £ ty

|ty Ota Dty) Oty Dty Oty g Dty 1y Oty 1ty |

Misalkan lama waktu layanan untuk pelanggarkke-
pada pelayanadalah sebagai berikutix= 2, tx= 3,

d(k) = AKK) O d(k -1) ,

ta= 5,t= 4 dants,= 3, maka diperoleh

2 £ € € ¢
E 3 € ¢ ¢
AK\=|7 € 5 ¢ ¢&].
6 7 ¢ 4 ¢
110 10 8 7 3]
Sehingga untuk =1, 2 diperoleh
d; @ 2 £ ¢ € 0
d,® E 3 € € ¢ 0
d,@|=7 € 5 ¢ €|0/|0|=
d,@ 6 7 € 4 ¢ 0
|ds()| |10 10 8 7 3| [0] |10

&

M M M

persamaan (8) diperoleh seterusnya. Dengan demikan waktu penuntasan

siklus kek pada titiki adalahd, (k) , sehingga waktu
penuntasan siklus HKe- pada jaringan dapat
dinyatakan sebagai

miaxdi (k)

dengard(0) =0,i=1, ....n dank=0, 1, 2, ....
Selanjutnya waktu siklus layanan jaringan dapat
dinyatakan dengan:

_ 1
y= lim - -max(d; (k)).

Contoh 2:

Dari hasil dalam Contoh 1 pada Tabel 1 nampak
bahwa waktu penuntasan siklus Kkelari jaringan
tersebut adalalds(k). Perhitungan secara numerik
mengenaiy dari Contoh 1, diperoleh hasil seperti
dalam Tabel 2 berikut.

Nampak dalam contoh ini bahwa nilai

y = lim < max(d, (k)

= Iimi(d (k)) =5

= lim - (ds =5,
Dengan menggunakan program Matlabapat
ditentukan bahwa eigennilai aljabamax-plus
maksimum matriksA adalah A,.(A) = 5 dan
eigenvektor yang bersesuaian adalah
e € 0 ¢ 3.

Secara umum sifat yang muncul pada contoh-
contoh di atas diberikan dalam teorema berikut ini.

Teorema 7. Jaringan antrian fork-join taksiklik
kapasitas penyangga takhingga, dengan persamaan
keadaan eksplisit jaringan tersebut adaladi(k) =
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AK) Jdk 1), k =1, 2,
penuntasan siklus layanan

y= lim < max(d, (k) = AmalA09).

..., mempunyai waktu Selanjutnya diperoleh bahwa
dh(K) =max[ (A7), ] = Max (A, (A) "
J J

sehingga

yaitu eigennilai max-plus maksimum matriks A(k) maxd, (k) = max (max(()lmax(A))Dk)
tersebut. ' ' ! )

) e (A"
Bukti: Dengan demikian diperoleh bahwa
Perhatikan bahwa 1
d(k) = AK) O d(k 1) y = Jim * - max(d(k))

= AKK) O Ak-1)O ... OA(2) O A(2)) O d(0). =lim 1 (/‘max(A))Dk
Karena dalam tulisan ini diasumsikan bahwa koo K

Al) = A2) =...= AK)
dan d(0) =0, makad(k) = AT 00 , sehingga = liim% (K ax(A) = A (A)
di(k) = max[(ADk)ij] . "
J
dan

maxd, (k) = max {max[( A )I}.
i i j

Bobot rata-rata maksimum sirkuit elementer dalam
graf presednen matrik&tersebut

Al A) = |k]:1((1/ k) tracq A7) ),

yang merupakan eigennilai aljabamax-plus
maksimum matriké\. Oleh karena itu berlaku
AT OV = (A (A OV,
untuk suatu eigenvektony'. Hal ini berakibat
* k *
max((A”); 0 %) = (pa(A)7" O max(v))

denganmax(Vv;) # €. Vektor —max(v;) 0 V' juga
J J

merupakan eigenvektor yang berkaitan dengan
eigenvektorin,(A) di atas, dengan

-max(v;) 0 max(v;) = 0.
J J

Tabel 1. Hasil Perhitungai{k)

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9] 10| 11| 12| 13| 14| 15
d, 2 4 6 8/ 100 12 14 16 1B 20 22 2?24 P6 |28 |30
d; 3 6 9| 12| 15 18§ 21 24 27y 30 33 B6 B9 |42 |45
ds 7] 12| 17| 22| 279 32 3y 4R 47 52 b7 B2 67 |72 |77
d, 7] 11| 15| 190 23 27 31 3 39 43 47 b1 55 |59 |63
ds| 10| 15| 20, 25 30 3% 4 45 50 55 B0 B5 |70 |75 |80
k 16| 17| 18| 19| 20| 21| 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30
d | 32| 34| 36| 33 40 42 44 46 48 50 b2 B4 |56 |58 |60
d| 48| 51| 54 57 60 63 66 69 42 Y5 |8 B1 (84 |87 |90
d; | 82| 87| 92| 97 102 10y 112 117 1p2 127 132 (42 |147 |1BY
dy| 67| 71| 75| 79 83 87 91 95 99 103 1p7 1311 115 P19 123
ds| 85| 90| 95 100 10% 11p 115 120 1p5 130 135 (140 |14% |15

Tabel 2. Hasil Perhitung

k 1 2 3 4 5 6 7 8] 9] 10| 11| 12| 13] 14| 15
ds 10 15| 20| 25 3@ 3% 40 45 50 %5 50 5 |70 |75 |80
ds/k| 10| 7,5| 6,67 6,25 6,0p 583 571 5pB3 556 8550 5HB8E2| 538 534 538
k 45| 46| 47| 48| 49| 50| 51| 52| 53| 54| 55| 56| 57| 58| 59
ds 85| 90| 95 100 10% 110 115 120 1p5 130 135 (140 |1450 |1855
ds/k | 5,11] 5,11] 5,11 5,10 5,10 5,30 5,00 5]10 509 5,0®955,09| 509 5,09 5,08
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