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Abstract: Suatu modul M dikatakan mempunyai demensi Goldie berhingga jika modul terse-
but tidak memuat suatu jumlahan langsung dari takberhingga banyak submodul-submodul
taknol. Sedangkan, suatu gelanggang R dikatakan mempunyai dimensi Goldie kanan berhingga
jika gelanggang tersebut mempunyai dimensi Goldie berhingga sebagai suatu modul kanan.
Tulisan ini akan menyajikan beberapa sifat dari modul dan gelanggang yang mempunyai di-
mensi Goldie berhingga. Sifat-sifat tersebut bukanlah merupakan sifat-sifat yang baru. Namun
demikian, tulisan ini akan menyajikan pembuktian dari sifat-sifat tersebut dengan cara yang
lebih terperinci dan lengkap sehingga lebih mudah dimengerti, terutama bagi pembaca pemula
dalam bidang aljabar.
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1. Pendahuluan

Misalkan M adalah suatu R-modul. M dikatakan mempunyai demensi Goldie berhingga jika M tidak
memuat suatu jumlahan langsung dari takberhingga banyak submodul-submodul taknol. Sedangkan,
suatu gelanggang R dikatakan mempunyai dimensi Goldie kanan berhingga jika R mempunyai di-
mensi Goldie berhingga sebagai suatu R-modul kanan.

Paper ini akan menguraikan beberapa sifat-sifat dari modul dan gelanggang yang mempunyai
dimensi Goldie berhingga. Sifat-sifat tersebut bukanlah merupakan sifat-sifat yang baru. Namun
demikian, tulisan ini akan menyajikan pembuktian dari sifat-sifat tersebut dengan cara yang lebih
terperinci dan sederhana sehingga lebih mudah dimengerti , terutama bagi pembaca pemula dalam
bidang aljabar.

Untuk pembahasan sifat-sifat tersebut di atas, dibutuhkan beberapa pengertian dan notasi. Oleh
karena itu, sebelum memasuki pembahasan mengenai hal tersebut di atas, pada bagian ini disajikan
lebih dahulu pengertian-pengertian dan notasi-notasi pendukung yang akan dipakai dalam pemba-
hasan selanjutnya.

Definisi 1.1. [2] dan [4]. Misalkan S adalah himpunan bagian taknol dari suatu gelanggang R, maka
annihilator kanan dari S dalam R didefinisikan sebagat,

r.ann(S) = {z € R|sx = 0 untuk setiap s € S}
dan annihilator kiri dari S dalam R adalah

l.ann(S) = {z € R|xs = 0 untuk setiap s € S}
6
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Jika S hanya memuat satu elemen, s, saja, kita tulis r.ann(s) atau l.ann(s) sebagai ganti dari
r.ann(S) atau l.ann(S).

Definisi 1.2. [1]. Jika suatu modul M mempunyai sifat bahwa setiap rantai mengecil submodul-

submodulnya, yaitu
M:M()DMlDMQD"'

akan berhenti setelah berhingga banyaknya suku, maka M dikatakan memenuhi kondisi rantai menge-
cil (d.c.c ). Sebaliknya, jika suatu modul M mempunyai sifat bahwa setiap rantai membesar submodul-
submodul M, yaitu

M=MyCcM,  CM,C---

akan berhenti setelah berhingga banyaknya suku, maka M dikatakan memenuhi kondisi rantai mem-
besar (a.c.c ). Berikut diberikan beberapa sifat dari modul yang memenuhi a.c.c dan d.c.c.

Teorema 1.3. Suatu modul M memenuhi kedua sifat a.c.c dan d.c.c jika dan hanya jika ada batas
atas, katakan n, pada panjang rantai dari submodul-submodul M.
Bukti:

Pembuktian cukup sederhana.

Definisi 1.4. [3] dan [5]. Misalkan N adalah submodul dari modul M sedemikian sehingga untuk
setiap submodul taknol L dart M memenuhi NN L # 0 maka N disebut suatu submodul esensial dari
M.

Definisi 1.5. [3] dan [5]. Suatu submodul M dikatakan seragam jika M # 0 dan setiap submodul
taknol darit M adalah suatu submodul esensial.

Definisi 1.6. [4]. Misalkan M adalah suatu R-modul. M dikatakan mempunyai demensi Goldie
berhingga jika M tidak memuat suatu jumlahan langsung dari takberhingga banyak submodul-submodul
taknol. Sedangkan, suatu gelanggang R dikatakan mempunyai dimensi Goldie kanan berhingga jika
R mempunyai dimensi Goldie berhingga sebagai suatu R-modul kanan. Lebih lanjut, R dikatakan
gelanggang Goldie kanan jika ia mempunyai dimensi Goldie kanan berhingga dan memmnuhi a.c.c
untuk annihilator-annihilator kanan.

2. Masalah dan Pembahasan

Secara umum, berdasarkan dimensi Goldie, modul dan gelanggang dibagi dalam dua kelompok. Satu
kelompok merupakan kelompok modul dan gelanggang yang mempunyai dimensi Goldie takterhingga.
Sedangkan kelompok yang lain adalah kelompok modul dan gelanggang yang mempunyai dimensi
Goldie berhingga. Masalah yang akan dibahas dalam bagian ini adalah mengidentifikasi sifat-sifat
yang dimiliki oleh suatu modul dan gelanggang yang mempunyai dimensi Goldie berhingga. Lebih
jelasnya, dalam paper ini akan dipaparkan dengan terperinci permasalahan-permasalahan berikut:

1. Apakah submodul taknol dari suatu modul yang mempunyai dimensi Goldie berhingga memuat
suatu modul seragam?

2. Apakah gelanggang dengan dimensi Goldie kanan berhingga, jika dikalikan dengan suatu elemen
regular akan menghasilkan suatu ideal kanan esensial?
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3. Apakah gelanggang yang mempunyai dimensi Goldie berhingga akan memenuhi kondisi ranti
membesar dan mengecil (a.c.c dan d.c.c)?.

Berikut disajikan beberapa sifat-sifat modul yang mempunyai dimensi Goldie berhingga.

Teorema 2.1. Misalkan M adalah suatu R-modul kanan taknol.

a. Jika M mempunyai dimensi Goldie berhingga, maka setiap submodul taknol dari M memuat
suatu submodul seragam, dan terdapat berhingga banyak submodul-submodul seragam dari M
yang mempunyai bentuk jumlahan langsung dan merupakan suatu submodul esensial dari M.

b. Misalkan bahwa M mempunyai submodul-submodul Uy, Us,, - - - , U, sedemikian sehingga jum-
lahan Uy + Uy + - - - + U,, merupakan jumlahan langsung dan submodul esensial dari M, maka
M mempunyai dimensi Goldie berhingga dan bilangan bulat positif n tidak bergantung pada
pemilihan u;. Bilangan n ini disebut dimensi Goldie dari M dan ditulis sebagai dim M = n.

Bukti:

a. Misalkan bahwa M mempunyai dimensi Goldie berhingga dan misalkan K adalah suatu sub-

modul taknol dari M. Akan ditunjukkan bahwa K mempunyai suatu submodul seragam. Hal
ini sudah jelas kalau K adalah submodul seragam. Misalkan K bukan submodul seragam, maka
terdapat submodul-submodul taknol A; dan B; dari K sedemikian sehingga A;NB; = 0 Dengan
demikian A; @ B; adalah jumlahan langsung dari dua submodul-submodul taknol dari M. Jika
Aj atau By adalah submodul-submodul seragam maka pembuktian selesai. Jika tidak demikian,
terdapat submodul-submodul taknol A, dan B, dari B; sedemikian sehingga A; N By = 0. Den-
gan demikian A, ® Ay @ By adalah jumlahan langsung dari tiga submodul-submodul taknol dari
M. Karena M mempunyai dimensi Goldie berhingga, maka proses ini harus berhenti setelah
berhingga banyaknya langkah, dan proses hanya berhenti ketika sampai pada suatu submodul
seragam dari K.
Intinya, M mempunyai suatu submodul seragam U;. Misalkan bahwa U; tidak esensial dalam
M, maka terdapat suatu submodul taknol K7 dari M sedemikian sehingga UyNK; = 0. Misalkan
U, adalah suatu submodul seragam dari K; maka jumlahan U; 4+ U, adalah jumlahan langsung.
Jika U; @ U, tidak esensial dalam M maka terdapat submodul taknol K5 dari M sedemikian
sehingga (U; @ Us) N Ky = 0 dan seterusnya. Proses ini juga harus berhenti setelah berhingga
banyaknya langkah.

b. Misalkan bahwa Uy, U,,--- ,U, adalah submodul-submodul seragam dari M sedemikian se-
hingga bahwa U; + Uy + - - - 4+ U,, adalah jumlahan langsung dan esensial dalam M.

Untuk setiap ¢, tetapkan V; = K NU; dan misalkan L =V} + Vo +---+V,. Kita peroleh L. C K,
jadi sekarang cukup ditunjukkan bahwa L adalah esensial dalam M. Misalkan x adalah suatu
elemen taknol dari M, maka diperoleh z RN (U; @ --- & U,) # 0 Dengan demikian terdapat
suatu elemen r dari R sedemikian sehingga xr = uy + - - - + u,, dengan u; € U; dan u; # 0

V; adalah esensial dalam U; sebab V; # 0. Ini beararti terdapat suatu ideal kanan esensial X,
dari R sedemikian sehingga u;X; adalah suatu submodul taknol dari V; oleh [1,(1.1)]. Dengan
demikian terdapat suatu elemen r; dari R sedemikian sehingga xry = vy + as + - - - + a,, untuk
suatu v; € V; dan a; € U; dengan vy # 0. Jika ay = a3 = - -+ = a,, = 0, maka pembuktian sudah
selesai sebab xr; adalah suatu elemen taknol dari xRN L

Misalkan as # 0 maka terdapat suatu ideal kanan esensial X, dari R sedemikian sehingga as X o
adalah suatu submodul taknol dari V; oleh [1,(1.1)]. Jadi ada elemen ry dari R sedemikian

sehingga xry = wy + wy + by + - -+ + b, untuk suatu w; € V; dan b; € U; dengan wy # 0.
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Akhirnya kita menemukan suatu elemen taknol dari zR N L

Sekarang, misalkan bahwa Y7, --- Y}, adalah submodul-submodul taknol dari M sedemikian
sehinga jumlahan Y; + --- + Y}, adalah jumlahan langsung. Akan ditunjukkan bahwa k < n
untuk memudahkan pembuktian (b). Tetapkan W = Y5 + - - - + Y}, maka W bukan esensial di
M sebab W NY; = 0. Oleh karena itu, W NU; = 0 untuk suatu ¢ dan dapat dimisalkan bahwa
W NU; = 0. Dengan demikian Uy + Y3 + - - - + Y}, adalah jumlahan langsung. Serupa dengan di
atas, Uy+Ys3+- - -+Y}, adalah bukan esensial, jadi kita bisa memisalkan (U;+Y3+- - -+Y;)NUs = 0
Dengan demikian U; + Us + Y3 + - - - + Y}, adalah jumlahan langsung. Dengan jalan ini diperoleh
k<n.

Dua teorema berikut mengaitkan antara elemen regular, dimensi Goldie, dan ideal esensial. Oleh
karena itu, sebelum teorema disajikan, disajikan dahulu pengertian elemen regular.

Definisi 2.2. [4]. Suatu elemen ¢ dari suatu gelanggang R dikatakan reqular kanan jika r.ann(c) = 0,
reqular kiri jika l.ann(c) = 0, dan regular jika r.aan(c) = l.ann(c) = 0.

Teorema 2.3. Misalkan R adalah suatu gelanggang dengan dimensi Goldie kanan berhingga dan
misalkan ¢ adalah suatu elemen regular kanan dari R, maka cR adalah suatu ideal kanan esensial
dari R.
Bukti:

Misalkan I adalah suatu ideal kanan dari R dengan I NcR = 0 maka jumlahan I + cI + I + - -
adalah jumlahan langsung. Oleh karena itu, ¢® = 0 untuk suatu n dan karena c adalah regular, maka
I=0

Teorema 2.4. Misalkan R adalah suatu gelanggang kanan non-singular dengan dimensi Goldie
kanan berhingga, maka R memnuhi a.c.c (kondisi rantai membesar) dan d.c.c (kondisi rantai menge-
cil) untuk annihilator-annihilator kanan.
Bukti:

Misalkan A dan B adalah annihilator-annihilator kanan dalam R dengan Misalkan juga bahwa A
adalah suatu submodul esensial dari B. Akan ditunjukkan bahwa A = B

Misalkan b € B, maka terdapat suatu ideal kanan esensial L dari R sedemikian sehingga bl C A oleh
[1,(1.1)]. Sehingga l.ann(A)bl = 0 Tetapi R adalah non-singular kanan, oleh karena itu l.ann(A)b =0
Jadi b € r.ann(l.ann(A)), yaitu b € A

Dengan demikian, jika A dan B adalah annihilator-annihilator kanan dalan R dan A adalah him-
punan bagian murni dari B maka ada ideal kanan taknol C' dari R sedemikian sehingga C' C B dan
AN C = 0. Hal ini mengakibatkan bahwa suatu rantai annihilator-annihilator kanan yang berbeda
dalam R menimbulkan jumlahan langsung ideal-ideal kanan taknol seperti ideal C. Oleh karena itu
R memenuhi a.c.c dan d.c.c untuk annihilator-annihilator kanan.

3. Simpulan

Dari pembahasan di atas disimpulkan beberapa hal berikut:

1. Setiap submodul taknol dari suatu modul yang mempunyai dimensi Goldie berhingga memuat
suatu modul seragam.

2. Suatu gelanggang dengan dimensi Goldie kanan berhingga, jika dikalikan dengan suatu elemen
regular akan menghasilkan suatu ideal kanan
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3. Suatu gelanggang yang mempunyai dimensi Goldie berhingga akan memenuhi kondisi ranti
membesar dan mengecil (a.c.c dan d.c.c).
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Abstract: It is common in practice to evaluate the correctness of an assumed linear regression
model by conducting a model-check method in which the residuals of the observations are
investigated. In the asymptotic context instead of observing the vector of the residuals directly,
one investigates the partial sums of the observations. In this paper we derive a functional central
limit theorem for a sequence of residual partial sums processes when the observations come
from heteroscedastic spatial linear regression models. Under a mild condition it is shown that
the limit process is a function of Brownian sheet. Several examples of the limit processes are
also discussed. The limit theorem is then applied in establishing an asymptotically Kolmogorov
type test concerning the adequacy of the fitted model. The critical regions of the test for finite
sample sizes are constructed by Monte Carlo simulation.

Keywords: heteroscedastic linear regression model, least squares residual, partial sums pro-
cess, Brownian sheet, asymptotic model-check.

1. Introduction

Let us consider an experiment performed under n x n experimental conditions taken from a regular
lattice given by
E.={/n,k/n): 1<l k<n}, neN.

Without loss of generality we consider the unit square I := [0,1] x [0, 1] as an experimental region
instead of any compact subset of R2. For convenience we take the observations carried out in =,
row-wise initializing at the point (1/n,1/n) and put them together in an n x n matrix Y(Z,) =
(Yer)pZy =1 € R™™, where the observation in the point (¢/n,k/n) is denoted by Y, 1 < £,k < n.
Consequently, we have a sequence of observable random matrices (Y(Z,)), >, € R™". As usual we
furnish the vector space R™*" with the Euclidean inner product -

(A, B)gnxn := trace(A'B), A,B € R™".

Let fi,...,f, : I — R be known, real-valued regression functions defined on I. For a real-valued
function f defined on I, let f(Z,) := (f(¢/n,k/n));_{,—; € R™". Our aim is to construct an
asymptotic test procedure for the hypothesis

p
Ho: Y(Z.) =Y Bifi(En) + By vs.Hy: Y(E,) =g(Z,) + Ey, (1)
i=1
where (B1,...,8,)7 =: B € RP is a vector of unknown parameters, E,, := (5%)2’:?@:1 isann xn

random matrix whose components are independent, real-valued random variables g4, 1 < (,k <
11
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n, defined on a common probability space (2, F,P) having mean 0 and variance o3, 0 < 03, <
0o, 1 <l k <mn,and g : I — R is the unknown true regression function. Thus, under null-
hypothesis we consider a heteroscedastic linear model, while under the alternative we assume a
non-parametric heteroscedastic regression model. It is worth mentioning that under Hy and H; we
need not to assume any specific distribution for the random errors gy, 1 < ¢,k < n. Under the
assumption fi(Z,),..., fp(E,) are linearly independent in R™*", the corresponding matrix of least
squares residuals of the observations under Hj is given by

p (fi(Zn), Bn)wrsn fi(En)
i=1 <fZ(En)7fz(En>>]Rn><n

Recently, for a fixed n > 1, MacNeill and Jandhyala [7], and Xie and MacNeill [11] define an
operator T, : R"™*" — C(I), given by

R, = (Wk)?:ie:1 =E, -

[nzg] [nz1]
Ty (A)(21, 22) == Z ek
k=1 (=1
[nz2] [nz1]
+ (nz1 — [n21]) Z Afnzy)11,0 + (N2 — [n22]) Z Ak, [nzo]+1
=1 k=1

+ (nz1 — [nz1])(nze — [nZQ])a[nz1]+l,[nZQ]+17 (21,22) €1,

for every A = (aw);”) ), where [t] := max{n € N:n <t}, t € R and T,(A)(t,s) =0, if t =0
or s = 0. Here C(I) is the space of continuous functions on I furnished with the supremum norm.
By the operator T,,, the matrix of the least squares residuals is induced into a stochastic process
{T,.(Ry)(t,s) : (t,s) € I} having sample paths in C(I). Let us call this process residual partial sums
process. It is common in practice to test (1) by investigating a functional of the residual partial
sums process such as a Kolmogorov type statistic, defined by K, := maxi<¢ i<, Tn(R,)(¢/n, k/n).
Therefore in order to establish this test problem we need to investigate the limit process of the
sequence {T,(R,)(t,s) : (t,s) € I},>; under Hy as well as under H;. In MacNeill and Jandhyala
[7] and in Xie and MacNeill [11] the limit process of this sequence was derived explicitly in which
homoscedasticity was assumed, i.e. o7, = o2, for 1 < ¢,k < n. It was shown therein that under the
condition of the regression functions are continuously differentiable, the limit process is a complicated
function of the Brownian sheet. In Somayasa [10] the limit process of such a sequence was also derived
by generalizing the approach of Bischoff [4] from one to higher dimensional case. In contrast to the
result of MacNeill and Jandhyala [7] and Xie and MacNeill [11], Somayasa [10] got the structure of
the limit process as a projection of the Brownian sheet onto its reproducing kernel Hilbert space. In
this paper we establish the limit process of the heteroscedastic linear regression model defined above,
see Section 2. In Section 3 we discuss examples of the limit process corresponding to polynomial
models. In Section 4 we construct the critical region of the Kolmogorov type test.

2. Residual partial sums limit process

In the sequel we characterize the heteroscedasticity of the regression model by defining a function
h : T — Rwg, such that o3, = h({/n,k/n), 1 <,k <n, n € N, where h is assumed to be a function
of bounded variation in the sense of Vitali, see Clarkson and Adams [5].

Definition 2.1. A stochastic process {By(t,s) : (t,s) € 1} is called a h-Brownian sheet on C(I), if
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1. By(t,s) = 0 almost surely (a.s.), ift =0 or s = 0.
2. For every rectangle [t1,ta] X [s1,80) CI, 0<t; <t3<1,0< 5 <s9<1,

A[tl,t2}><[s1,82]Bh ~N (0,/ h d)\I) ,
[t1,t2]x[s1,52]

where A, 15)x[s1,55)Bn = Bn(t2, 52) — Bi(t1,52) — Bu(t2, 51) + Bi(t1, 51), and Ay is the Lebesgue
measure on I. Random variable Ay, 1,1x[s,,s,) B is called the increment of By, over [tq, to] X [s1, 52].

3. For any two rectangles I; C I, Iy C T with Iy N1y = 0, Ay, By, and Ay, By, are mutually
independent.

We refer the reader to MacNeill and et al. [?] for the existence of such a process. In case h is a
constant function, By, is the Brownian sheet whose existence has been studied by Yeh [12], Kuelbs
6], and Park [9]. As a consequent of Definition 2.1, the covariance function of By, is given by

Kp, (t1, s1;ta, s2) := Cov(By(t1, $1), Br(ts, s2)) = / h dAy,
[O,tl/\tQ]X[O,Sl/\SQ]

(t1,51), (t2, s9) € I, where x A y stands for the minimum between x and y.

Theorem 2.1. Let (E,), o, E, = (egk)ZiLM:l be a sequence of n X n random matrix such that €y,
are mutually independent with E(ey) = 0 and Var(eg) = h(¢/n,k/n), 1 < £,k < n, n > 1. Then
1T, (E,) 2y By, asn — 0o, in C(I). Here 2y stands for the convergence in distribution (weakly),
see Billingsley [2], p. 23.

Proof. See MacNeill and et al. [?]. O

Theorem 2.2. Let fi,..., f, be continuous and have bounded variation in the sense of Hardy (Clark-
son and Adams [5]) on 1. If f1,..., f, are linearly independent in Lo(I, A1), where Lo(I, A1) is the
Hilbert space of squared integrable functions on 1 with respect to Ay, then

1
-T,(R,) SN B, 5, asn — oo, in C(I),
n b

5 (R) _
B, :(t,s) := By(t,s) — (/ fr d)q) w! / fadB, |, (t,s) €1,
’ [0,4]x[0,s] I
/ £f1 d\ = (/ f d)\I,...,/ £ d)\1>
[0,t]x[0,s] [0,t]x[0,s] [0,t]x[0,s]

(R) _ (R) (R) T
/ f ch = / f1 ch, NN ,/ fp ch
I I I

Here W := (fI fif; d)\I)fij:l € RP*P 4s invertible. Furthermore By, is a process with the covariance
function given by

Kth(t,s;t/,s/) = Cov (Bh7f(t,s),Bh7f(t',s/))

= / h d)\; — < / £ d/\1> w1 ( / fh d>\1>
[0,tAt][0,sAs"] [0,t/]%[0,s'] [0,¢]x[0,s]
— ( / £ d/\l) w1 / fh d)q)
[0,¢] % [0,s] [0,¢/]%x[0,s']
~ p7 p ~
+ ( / £ dAI) w! ( / fifih d)q) wW! ( / f d)q) :
[0,t]x[0,s] 1 i=1,j=1 [0,¢']x[0,s']

where



Wayan Somayasa/ Model check for heteroscedastic spatial linear model 14

Here and in the sequel f(R) denotes Riemann-Stieltjes integral, see Young [18] and Somayasa [10],
p. 115.

Proof. The proof of Theorem 2.2 in Bischoff [3] and the result of Bischoff [4] can be extended to the
case of higher experimental regions. O

3. Examples

In this section we discuss several examples of the residual partial sums limit processes of constant,
first-order and second-order regression models.

3.1. Constant regression model

As a simple case, we consider a constant model, i.e. Y(Z,) = 5f1(Z,) + E,, where § is an unknown
parameter and fi(¢,s) = 1, for (¢,s) € I. Then the residual partial sums limit process of this model
is given by

tho(t, s) = By(t,s) —tsBy(1,1), (t,s) €1,

which is the standard Brownian bridge when h is constant, see e.g. McNeill and Jandhyala [7] and
Somayasa [10], p. 20.

3.2. First order regression model
Let us consider a first-order regression model

where [, B2 and (3 are unknown parameters, fi(t,s) =1, fo(t,s) =t and f3(t,s) = s, for (¢,s) € L.
Associated to this model we have

1 1/2 1/2 7 -6 —6
W=|[1/2 1/3 1/4 | andW'=| -6 12 0
1/2 1/4 1/3 -6 0 12

Then the residual partial sums limit process of this model is given by
By, (t,s) :==By(t,s) — (Tts — 3t*s — 3ts*) By(1,1)

— (—6ts + 6t7s) (Bh(l, 1) — /[O , By (t, 1)dt)
— (—6ts + 6ts”) (Bh(1,1)—/[01] Bh(l,s)d8>, (t,s) € L

3.3. Second order regression model

For the third example we consider a second-order polynomial model

Y (Z,) = B1f1(En) + B2fa(En) + B3f3(Zn) + Bafa(En) + Bs[5(En) + Bsf6(En) + En,
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where /817 /827 B37 64a 55 and 66 are unknown parametersa fl(t7 S) = 17 f2(t78) = 7(;7 f3(t78) =5,

f4(t, S)
by

= t2, fB(tv S)

W=

1
1/2
1/2
1/3
1/4
1/3

26

1/2
1/3
1/4
1/4
1/6
1/6

—54

—54 228

—54

36

30 —180

36
30

—72
0

1/2
1/4
1/3
1/6
1/6
1/4

—o4
36
228
0
—72

—180

1/3
1/4
1/6
1/5
1/8
1/9

30
—180
0
180
0
0

1/4
1/6
1/6
1/8
1/9
1/8

1/3
1/6
1/4
1/9
1/8
1/5

36

—72

-T2

0
144
0

30
0
—180
0
0
180

=ts, fe(t,s) = s% for (t,s) € I. Accordingly the matrix W and W~! are given

Let y1, Y9, Y3, Ys, Y5, Y6 - I — R be functions of I defined by vy (¢, s) := 26ts — 27t%s — 27ts* + 10t3s +
9t2s% + 10ts>, yo(t, s) := —Hdts + 114t%s + 18ts* — 60t3s — 18t%s* — 60ts®, y3(t, s) := —bdts + 18t%s +
114ts? — 18t%s% — 60ts®, yu(t, s) := 30ts — 90t%s + 60t>s, ys(t, s) := 36ts — 36t%s — 36ts* + 36t*s* and
ys(t, s) := 30ts — 90ts® + 60ts>. The residual partial sums limit process of this model can be expressed

/ Bn(1,s ds+/ Bh(t,s)dtds)
[0,1] [0,1]

4. Kolmogorov type test

Kolmogorov type test for Hypotheses (1) is a test based on the statistic K, ¢ := maxo<s r<n, % Zizo Z?ZO Tij-
We put r;,;, = 0if i = 0 or j
K¢ = SUPp<¢,s<1 %Tn(Rn)(tv s)

Theorem 4.1. For a fized o € (0,1), let ¢y be the a-quantile of supy<; s<1 By, 5(t,5), i.e. a constant
such that P {SUPogt,sgl B, §(t,s) < éa} = a.. Then an asymptotically size o test based on K, ¢ is given
by

= 0. We note that by the property of the partial sums, it holds

reject Hy if and only if K¢ > ¢1_q.



