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Abstract: Rabies is an infectious virus that can attack all mammals especially dogs. In
Bali, rabies was found in late 2008. One of the solutions done by government for the
problem is by giving vaccine to healtly dogs, so that they are not easily infected by the
virus. Thus, a mathematical model is needed to analyze the development of dog
population in Bali and to determine the limination of dogs birth population and the
percentage limination of vaccination that can be possibly done so that the population of
dogs infected by rabies becomes extinct. By using analysis of fixed point and stability
on the model, the limination of dogs birth population and the percentage limitation of

the vaccination was obtained. Lastly, a numeric simulation by using Taylor’s series 1°"
order was conducted to illustrate and to strengthen the result of the analysis.
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1. Pendahuluan

Rabies pertama kali muncul di Bali pada akhir tahun 2008 (Putra [8]). Semenjak
itu menjadi beban bagi masyarakat Bali dalam menjaga keamanan dan ketertiban
lingkungannya. Hal ini disebabkan karena Bali sebagai tujuan wisata Nasional dan
Internasional (Besung, et. al. [2]). Virus rabies adalah virus zoonosis yang bersifat
menular dan dapat menyerang ke semua spesies mamalia. Kelompok mamalia yang
menjadi sumber rabies dan rentang terinfeksi virus ini adalah anjing (Nugroho [7]).
Virus ini disebabkan oleh virus yang dikelompokkan dalam keluarga Rhabdoviridae
kemudian menyerang sistem syaraf pusat sehingga berakibat fatal (Wang & Lou [11]).
Berbagai macam cara yang telah dilakukan pemerintah untuk menanggulangi masalah
tersebut. Salah satunya pemberian vaksin terhadap anjing liar maupun anjing rumahan
yang dilakukan secara massal di seluruh kota di Bali (Putra [9]). Sampai kapan
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pelaksanaannya dan jumlah anjing yang harus di vaksin agar populasi anjing rabies
dapat dipunahkan.

Artikel ini bertujuan untuk menganalisis perkembangan populasi anjing rabies
melalui pemodelan matematika, kemudian mencari batasan jumlah kelahiran populasi
anjing dan batasan persentase pemberian vaksin agar penularan rabies dapat
diminimalkan atau populasi anjing rabies dapat dipunahkan.

2. Tinjauan Pustaka

2.1 Persamaan Diferensial

Pengertian dari persamaan diferensial biasa (PDB) yaitu suatu persamaan yang
melibatkan turunan pertama atau lebih dari suatu fungsi yang telah ditentukan. Misalkan
y = f(x) diturunkan terhadap peubah x. Persamaan tersebut dapat juga melibatkan y
sendiri atau fungsi dari x (Burghes & Borrie [3]). Persamaan diferensial memiliki solusi
apabila memenuhi kondisi Lipschitz.
Definisi 1
Diberikan fungsi f(t,x) dengan domain D dalam interval (t,x), terdapat konstanta
k > 0 sehingga jika {(t,x,),(t,x;)} € D, maka |f(t,x1) — f(t, x;)| < k|x; — x| ,
funsi f memenuhi kondisi Lipschitz untuk setiap nilai x dalam D, dan k disebut
konstanta Lipschitz untuk f (Cronin [4]).

Persamaan diferensial biasa linier memiliki bentuk umum sebagai berikut:
an dan-1t d
() T2+ Q1 (D) TF 4+ 6 () 2+ ag(x)y = f(x) (2)

dimana n > 1 disebut order (tingkat) dari persamaan diferensial sedangkan a, # 0,
Ay, An_q, -, ag disebut koefisien persamaan diferensial. Fungsi f(x) adalah fungsi
khusus yang memuat variable bebas x dan kontinu dalam interval yang ditinjau. Jika
f(x) = 0 persamaan (1) disebut persamaan diferensial linier homogen, begitu juga
sebaliknya jika f(x) #0 persamaan (1) disebut persamaan diferensial linier
nonhomogen (Edwards & Penny [5]).

2.2 Sistem Persamaan Diferensial

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat n buah persamaan
diferensial dan n buah fungsi yang nilainya tidak diketahui. Fungsi tersebut jika sama
dengan nol maka sistem dapat dikatakan sebagai sistem persamaan diferensial
homogen. Begitu juga sebaliknya, dapat dikatakan sebagai persamaan diferensial
nonhomogen. Sistem persamaan diferensial linier dinyatakan dalam bentuk sebagai
berikut:
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dx

d_tl = p11(O)x1 + p12(O)x; + - + P (Oxy + f1(2)

dx

d_tz = po1(B)x1 + P2 (®)xz + -+ + P2 (O)xy + f2() )
dx,

W = pnl(t)xl + Dn2 (t)xz + ot pnn(t)xn + fn(t)

dengan kondisi awal x;(ty) = a;,i = 1,2, ...,n.

Solusi dari persamaan (2) adalah pasangan n buah fungsi yaitu
x1(t), x,(t), ..., x,,(t) yang saling berkaitan satu sama lainnya terhadap interval yang
sama (Edwards & Penny [5]).

2.3 Titik Kesetimbangan

Dengan memperhatikan titik-titik kesetimbangan dari sistem persamaan
diferensial linier (2) dapat membantu dalam menentukan, apakah titik-titik
kesetimbangan stabil atau tidak. Nilai atau titik kesetimbangan dari suatu persamaan
diferensial yaitu tidak berubah.

Definisi 2 Titik Kesetimbangan

Nilai atau titik kesetimbangan adalah solusi dari persamaan y’ = g(x,y) = 0 atau
y = f(x) = c, untuk nilai sembarang x (Lucas [6]).

Definisi 3 Titik Kesetimbangan

1. Titik kesetimbangan x, dikatakan stabil jika untuk setiap bilangan € > 0
terdapat bilangan & > 0 sedemikian hingga |x, —x.| <& berlaku
|x(t) — x.| < € untuk setiap t > 0.

2. Titik kesetimbangan x, dikatakan stabil asimtotik jika x, stabil dan terdapat
bilangan § > 0 sedemikian hingga |x, — x.| < § berlaku lim;_, x(t) = x,
untuk setiap t — oo (Edwards & Penny [5]).

2.4 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Jika A adalah sebuah matrik n x n, maka sebuah vektor taknol x pada R™ disebut
vektor eigen (eigenvector) dari A jika Ax adalah sebuah kelipatan skalar dari x, yaitu:
Ax = Ax (3)

untuk skalar sembarang A, skalar A disebut nilai eigen (eigenvalue) dari A, dan x disebut
sebagai vektor eigen dari A yang terkait dengan A (Anton & Rorres [1]).

2.5 Jenis Kestabilan

Seperti yang dituliskan dalam buku (Edwards & Penny [5]) jika diberikan sistem
persaman diferensial linier

dx

_ dy _
-y, —=G6xy) (4)
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Jika titik (x,,y,) adalah titik kesetimbangan dari sistem persamaan diferensial

linier (4) maka jenis kestabilan berdasarkan kajian terhadap nilai eigen A, dan A, adalah
sebagai berikut:

a.

Jika 1, <A, <0 berupa bilangan real berbeda maka (x,y) menuju titik
kesetimbangan (x,, y,) untuk t — oo dengan demikian titik kesetimbangan (x., y.)
disebut simpul stabil asimtotik begitu juga sebalikanya A, > 4; > 0 disebut simpul
tidak stabil.

Jika kedua nilai eigennya berlainan tanda dalam artian nilai eigen yang satu positif
dan yang lainnya negatif (1, < 0 < 1;) maka titik kesetimbangan (x,, y,) disebut
titik sadel dan tidak stabil.

Jika A < 0 berupa bilangan real sama maka (x,y) menuju titik kesetimbangan
(x.,¥.) untuk t — oo dengan demikian titik kesetimbangan (x,,y,) disebut node
stabil asimtotik begitu juga sebalikanya A > 0 disebut node tidak stabil.

Jika berupa bilangan kompleks konjugat A; = p + qi dan A, = p — qi dengan
p <0 maka (x,y) menuju titik kesetimbangan (x,,y.) untuk t — oo dengan
demikian titik kesetimbangan (x,,y,) disebut fokus stabil asimtotik begitu juga
sebalikanya jika p > 0 disebut fokus tidak stabil.

Jika berupa bilangan kompleks murni A, = qi dan A, = —qi dengan q # 0 kaka
(x,y) berupa elips untuk t — oo dengan demikian titik kesetimbangan (x.,y.)
disebut center stabil tetapi tidak stabil asimtotik.

Jenis kestabilan berdasarkan bidang fase dapat dilihat pada Gambar 1 berikut:

(c) (d) (e)
Gambar 1. Jenis Kestabilan dalam Bidang Fase (Edwards & Penny [6])
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3. Perancangan Model

Model matematika yang dirancang merupakan sistem persamaan diferensial linier
dengan measumsikan terdapat dua spesies yaitu anjing yang sehat dilambangkan S(t)
dan anjing yang terinfeksi rabies dilambangkan R(t). Sebelum masuk ke model
matematika, akan dilihat tentang populasi anjing itu sendiri. Populasi anjing yang sehat
bertambah karena adanya kelahiran dan berkurang karena selain adanya kematian juga
karena tertular rabies. Proses penularan ini dapat dicegah dengan pemberian vaksin.
Sehingga berkurangnya populasi anjing yang sehat bergantung terhadap persentase
pemberian vaksin dan laju kematiannya. Populasi anjing sehat juga berkurang karena
adanya eliminasi. Jika anjing yang sehat belum divaksin atau terlambat dalam
pencegahan selama proses penularan berlangsung, maka populasi anjing yang terinfeksi
rabies akan bertambah dan berkurang karena adanya eliminasi. Adapun beberapa
asumsi dalam model yang dirancang yaitu sebagai berikut:

a. Anjing yang terinfeksi rabies tidak dapat disembuhkan.

b. Tidak ada migrasi anjing.

c. Laju kelahiran dan kematian dari anjing yang sehat maupun yang terinfeksi rabies
adalah tetap.

d. Rabies pada anjing hanya ditularkan dari anjing yang terinfeksi rabies.

Selanjutnya dimisalkan populasi anjing yang sehat bertambah akibat adanya
kelahiran sebesar K (diasumsikan laju kelahiran populasi anjing sehat konstan).
Berkurangnya populasi anjing sehat akibat adanya kematian sebesar uS dan tertular
rabies sebesar (1 —m)BS dengan m adalah persentase pemberian vaksin. Adanya
penularan rabies terhadap anjing yang sehat populasi anjing rabies akan bertambah.
Kedua populasi tersebut juga berkuran karena adanya eliminasi masing-masing sebesar
aS dan yR. Penjelasan mengenai gambaran perancangan model matematika pada
anjing rabies dengan vaksinasi dapat dilihat dalam gambar 2 berikut:

I

K s a-mg | g |Lr,

lu

Gambar 2. Gambaran Perancangan Model Matematika pada Anjing Rabies dengan Vaksinasi
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Model lengkap akan menghasilkan sistem persamaan diferensial berikut:

ds

—=K—-—uS—(1-m)pS—as

dt

dR (®)
T (1-m)BS —yR

dengan K, u, B, m,y,a > 0.

: adalah populasi anjing yang sehat

: adalan populasi anjing yang terinfeksi rabies

: adalah laju kelahiran dari anjing yang sehat

: adalah laju kematian dari anjing yang sehat

- adalah laju anjing yang sehat dapat tertular rabies

. adalah persentase pemberian vaksin terhadap anjing yang sehat
: adalah laju eliminasi terhadap anjing yang sehat

: adalah laju eliminasi terhadap anjing yang terinfeksi rabies

RN RRII™E XN

4. Hasil dan Pembahasan

4.1 Analisis Titik Tetap dan Kestabilan Model

Sistem (5) disebut sistem persamaan diferensial linier. Titik kesetimbangannya
diberikan oleh S" = R’ = 0 (Lucas [6]). Sehingga hanya ada satu titik kesetimbangan

. . v P K (1-m)BK
pada sistem (5), yaitu (§*, R*) = (u+(1—m),8+a'(u+(1—rrrrll)ﬁ+a)y

ditentukan oleh nilai K dan m. Jika m = 100% maka titik kesetimbangannya menjadi

). Titik kesetimbangan ini

(§*",R*) = (MLQO) sehingga jumlah populasi anjing rabies dapat dipunahkan. Jika

m # 100% pada sistem (5) maka jumlah populasi anjing rabies ditentukan oleh jumlah
populasi anjing sehat. Jika populasi anjing sehat meningkat maka populasi anjing rabies
juga akan meningkat pada waktu tertentu. Agar populasi rabies menurun maka haruslah

populasi anjing sehat juga menurun sehingga S* < S, yaitu < 5(0) atau

u+(1-mf+a
K<u+@1—-m)B+a)S(0). Akan tetapi nilai pemberian vaksin (m) juga dapat
berpengaruh terhadap jumlah populasi anjing rabies, yaitu pada titik kesetimbangan R*.
Agar populasi anjing rabies tidak melebihi dari populasi awal maka haruslah R* < R(0)

A-mPK__  R(0) atau w < R(0) didapat m > Z2QYF©

YAl e sy BS0)
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Nilai karakteristik dari titik kesetimbangan (S*, R*) didapat dengan mensubstitusi
S =5*+S dan R = R* + R kedalam persamaan (5) sehingga diperoleh persamaan
berikut:

O e wt-mp + @S

i o (6)
P (1-m)BS —vyR

hasil yang didapatkan adalah 4; = —(u + (1 —m)B + a) dan 1, = —y. Karena nilai

K,u,B, v, >0 dan 0 <m <1 maka kedua nilai karakteristik ini bernilai negatif,

sehingga jenis kestabilan pada titik kesetimbangan (S*, R*) adalah stabil asimtotik.
Hasil analisis menyatakan bahwa model stabil untuk semua nilai K, i, 8,y, @ dan

m . Populasi anjing rabies akan menurun jika K < (u+ (1 —m)B + «)S(0) dan

BS(0)-YR(0)

m > =50

4.2  Simulasi Numerik

Simulasi yang dilakukan menggunakan metode Deret Taylor orde satu seperti
yang tertulis dalam buku (Saxena [10]). Nilai-nilai parameter yang digunakan yaitu
u =0.0002, # =0.0011, a = 0.008 dan y = 073. Kemudian diambil m = 87.18%
(sesuai dengan data yang didapat dari Dinas Peternakan dan Kesehatan Hewan Provinsi
Bali) dengan demikian didapat nilai karakteristik 2,, = (—8.341 x 1073, -0.73)
keadaan tersebut stabil asimtotik karena kedua nilai eigennya bernilai negatif.
Selanjutnya diambil nilai S(0) = 374500 dan R(0) = 120 maka batas nilai K agar
populasi anjing rabies menurun yaitu K < 3123 dan batasan nilai pemberian vaksin
yaitu m > 78.74% . Dengan menggunakan nilai K = 2000 pada sistem (5) akan
menghasilkan titik kesetimbangan (S*,R*) = (239779,46) dengan pasangan nilai
karakteristik A, , = (—8.341 x 1073, —0.73). Hasil simulasi lebih jelas dapat dilihat
pada gambar 3.

—— Sehat

ns .
Rabies

0.8

|
[
0.7 |
|

SiS(0) 420 /RE)

0.6

04

0.4

L L L L L L L L L
] A0 a0 SN} HO 100 120 140 160 1801 200
waktu (tahun)

Gambar 3. Hasil Simulasi Persamaan (5) dengan Nilai K = 2000.
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Pada gambar 3 terlihat bahwa jika K < 3123 maka populasi anjing rabies menurun.
Kemudian dengan memperbesar nilai K = 4000 pada sistem (5) akan

menghasilkan titik kesetimbangan (S*,R*) = (479558,93) dan nilai karakteristik
tersebut tetap yaitu A, , = (—8.341 x 1073, —0.73) keadaan ini stabil. Hasil ini dapat

dilihat pada gambar 4.

1.4
1ak| — Sehat
Rabies
1.2 e —
= 1.1
2 -
&
s 1
=
w09t
0.8k R
[ =
07} =
\
\ -~ 1 Il 1 L L L L L L
0 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200

waktu (tahun)

Gambar 4. Hasil Simulasi Persamaan (5) dengan nilai K = 4000.

Pada gambar 4 terlihat bahwa jika K > 3123 maka populasi anjing rabies meningkat
setelah mengalami penurunan.

Selanjutnya dengan memperkecil nilai pemberian vaksin m = 70% dan
K =2000 pada sistem (5) akan menghasilkan titik  kesetimbangan

(5*,R*) = (234466 ,106) dengan pasangan nilai karakteristik
A1z = (—8.53 x 1073,—-0.73). Hasil simulasi lebih jelas dapat dilihat pada gambar 5.
1.4 3
13 | —— Sehat
1 Rabies
12
(_:J:» 11
t’,j 0.9
08k
07} CoEmege -
0 5;] 1 EllD 1 5‘U 260 ;-'SIU 300

waktu (tahun)

Gambar 5. Hasil simulasi persamaan (5) dengan nilai K = 2000 dan m = 70%.
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Pada gambar 5 terlihat bahwa jika m < 78.74% maka populasi anjing rabies
meningkat dari jumlah populasi awal.

Hasil analitik menegaskan bahwa ada pengaruh pemberian vaksin terhadap
jumlah populasi anjing rabies. Jika dilakukan pemberian vaksin melebihi 78.74% maka
populasi anjing rabies tidak akan meningkat. Begitu juga dengan nilai K, populasi
anjing rabies tidak akan meningkat jika jumlah kelahiran (K) dibatasi yaitu K < 3123.

5. Kesimpulan dan Saran

Model matematika (linier) populasi anjing rabies dengan vaksinasi mempunyai
R

bentuk % =K—-—uS—(1-m)BS —as, Z—t = (1—-m)BS — yR keadaan ini stabil
untuk setiap nilai persentase pemberian vaksin m. Akan tetapi ada pengaruh nilai
pemberian vaksin (m) terhadap jumlah populasi anjing rabies yaitu jika m > 78.74%
maka populasi anjing rabies menurun. Populasi anjing rabier juga menurun jika
K < 3123, dalam artian jika suatu daerah terkena rabies maka agar populasi rabies
tidak meningkat haruslah jumlah kelahiran dari populasi yang belum terinfeksi rabies
tersebut dibatasi.

Model ini perlu dikembangkan dengan memperhatikan faktor-faktor lainnya
seperti interaksi antara anjing sehat dengan anjing rabies sehingga anjing rabies dapat
menularkan penyakitnya. Model tersebut disebut sistem persamaan diferensial

nonlinier.
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