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Abstract: The coprime prime graph of the integers modulo group is a graph where the
vertices consist of all members of the group. An edge in the coprime prime graph is
formed between two vertices whose greatest common divisor (GCD, or FPB in bahasa)
of the orders of the two elements is either one or a prime number. This article derives
the general formulas for the Atom Bond Connectivity, Forgotten, and Sombor
polynomials Index.
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Coprime Graph

Abstrak: Graf koprima prima dari grup bilangan bulat modulo merupakan graf dengan
simpulnya adalah semua anggota grup. Sisi pada graf koprima prima terbentuk dari dua
simpul yang memiliki faktor persekutuan terbesar antara order dua elemen sama dengan
satu atau prima. Dalam artikel ini menghasilkan rumus umum dari indeks Atom Bond
Connectivity, Forgotten, dan Polinomial Sombor.

Kata Kunci: Atom Bond Connectivity, Forgotten, Polinomial Sombor, Graf
Koprima Prima
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1. Pendahuluan

Graf merupakan representasi visual yang efektif untuk menggambarkan relasi antara
objek dalam berbagai bidang ilmu, seperti matematika, fisika, dan ilmu komputer (Diestel,
2017). Representasi graf merupakan kombinasi dari graf dan struktur aljabar. Representasi
graf membantu dalam memodelkan berbagai fenomena yang kompleks, terutama ketika
digunakan untuk memahami relasi antar struktur bilangan dan struktur aljabar. Misalnya
graf prima (Ghorbani et al., 2021; Vasiliev & Vdovin, 2005), graf koprima (Ma et al.,
2014), graf non-koprima (Mansoori et al., 2016), dan graf koprima prima (Adhikari &
Banerjee, 2022). Salah satu graf yang menarik dan masih belum banyak kajiannya adalah
graf koprima prima dari grup bilangan bulat modulo. Simpul graf ini terdiri dari semua
anggota grup bilangan bulat modulo. Sedangkan sisinya terbentuk dari dua simpul yang
faktor persekutuan terbesar dari orde dua simpulnya sama dengan satu atau prima
(Adhikari & Banerjee, 2022).

Indeks topologi adalah salah satu alat penting dalam menganalisis struktur graf. Indeks
ini merupakan bilangan yang dihitung berdasarkan topologi graf, yang memberikan
informasi tentang sifat-sifat penting dari graf tersebut, seperti kestabilan dan energi.
Dalam banyak kasus, indeks topologi dapat digunakan untuk memprediksi sifat kimia dari
molekul, memodelkan jaringan komunikasi, atau menganalisis interaksi di dalam sistem
dinamis (Das et al., 2016). Studi tentang indeks topologi memberikan pemahaman yang
lebih dalam tentang bagaimana graf yang kompleks dapat dianalisis secara matematis.
Pada paper (Adhikari & Banerjee, 2022), belum ada kajian tentang indeks topologi. Oleh
karena itu, pada artikel ini akan dikaji indeks topologi pada graf ini.

Penelitian terkait indeks topologi yang sedang naik daun. Hal ini terlihat dari beberapa
penelitian terdahulu yang mengkaji tentang topik indeks topologi, salah satunya artikel
yang ditulis oleh (Abdurahim et al., 2025). Pada artikel ini akan dibahas tiga indeks, yaitu
Atom Bond Connectivity (ABC), Forgotten, dan Polinomial Sombor. Beberapa penelitian
yang mengkaji indeks tersebut, yang pertama kajian mengenai batas atas dan bawah untuk
indeks Sombor dari graf (Das et al., 2021). Selanjutnya ada kajian beberap sifat dari indeks
Forgotten (Khaksari & Ghorbani, 2017). Ide besar untuk artikel ini adalah artikel yang
ditulis oleh (Pratama et al., 2024). Pada artiel tersebut, graf yang digunakan graf GCD
(Greatest Common Divisor) dengan membahas ketiga indeks tersebut. Oleh karena itu,
pada artikel ini akan mengkaji ketiga indeks tersebut, yaitu Atom Bond Connectivity
(ABC), Forgotten, dan Polinomial Sombor.
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2. Tinjauan Pustaka

Misal diberikan grup Zg. Orde dari masing-masing elemen grup tersebut adalah [0] =
1, 11| =8, |2] =4, |3| =8, |4| =2, |5| =8, |6] =4, dan |7| = 8. Selanjutnya,
didapatkan faktor persekutuan terbesar antara |x| dan |y|, yaitu (|x|, |y|), dengan x # y
dan x,y € Zg. Perhatikan tabel berikut.

0] |1] |2] 3] |4] |5] |6] |7]
0] (oL cot, 12y doLI3 ol 14 doL15) ol 6D (|0|,|7|)
=1 =1 =1 =1 =1 =1
1] (|1| 101) (1L 12D (|1| 13D (|1| 14D (115D =8 (11, 16) (|1| 171)
2] (IZI 10D (21, 11D (|2| 13D (|2| 14D d2L15D  d2].16D) (|2| 17D
=1 =4 =4 =2 =4 =4 =4
3] (|3| 101) (|3| 11D (|3| 121) (131, 14D (|3| 15D (|3| 161) (|3| 17D
=2
|41 (|4| 101) (|4| 11D (|4| 12) (|4I.|3|) (|4| 15D (|4I 161) (|4I 171)
|51 (|5| 101) (|5| 11D (|5| 12) (|5| 13D (|5| 141) (|5|,|6|) (|5|,|7|)
=4 =8
6] (|6| 101) (|6| 11D (|6| 121) (|6| 13D (|6| 14D 6l 15D (el 17D
=1 =4 = 4 = 4 =2 =4 =4
171 A7L10D A7 1D d7L1zD - A7LI3D - d71L 14 d7LIsD - d7116D)
-1 —38 =4 =38 =2 =8 =4

Berdasarkan tabel di atas, diperoleh graf koprima prima untuk grup Zg adalah sebagai

berikut.
0 1

5
4

Gambar 2.1. Graf koprima prima dari Zg.

Berikutnya, akan diberikan beberapa definisi dan istilah yang digunakan pada artikel
ini.
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Definisi 2.1. (Ali etal., 2021) Diberikan I'; graf sederhana terhubung. Indeks Atom-Bond-
Connectivity (ABC) didefinisikan sebagai berikut.

i deg(x) + deg(y) — 2
ABC(Tg) = j deg(x) deg(y)
xy € E(Tg)

Nilai indeks ABC dari graf koprima prima Iz, adalah sebagai berikut.

_ |deg(0) +deg(1) —2 deg(0) + deg(2) — 2 deg(0) + deg(3) —2
ABC(FZ*’) B \/ deg(0) deg(1) + \] deg(0) deg(2) + \] deg(0) deg(3)

N \/deg(O) + deg(4) — 2 N \/deg(O) + deg(5) — 2

deg(0) deg(4) deg(0) deg(5)
\/deg(O) + deg(6) — 2

deg(0) + deg(7) — 2
deg(0) deg(7)

deg(0) deg(6)

deg(1) + deg(4) —2 deg(2) + deg(4) — 2

deg(1) deg(4) \/ deg(2) deg(4)

\/deg(S) + deg(4) — 2 deg(4) + deg(5) — 2
+

deg(3) deg(4) deg(4) deg(5)

deg(4) + deg(6) — 2 deg(4) + deg(7) — 2
deg(4) deg(6) deg(4) deg(7)

7 4+2— + 7+2—2+ 7+2—2+ 7+7—2+ 74+2-2
- 7.2 72 72 7.7 72
7+2—2 7 4+2-2 24+7-2 24+7-2 24+7-2
7.2 2.7 27 2.7
N 7+2—2+ 7+2—2+ 74+2-2
7.2 7.2 7.2

:12 ﬁ‘i‘ E

2
ABC(Ty,) = 6¥2 + 3.

Definisi 2.2. (Gutman, 2021) Diberikan I; graf sederhana terhubung. Indeks Forgotten
didefinisikan sebagai berikut.
FI) = ) deg()? +deg)?.

xy € E(Tg)
Dengan menggunakan graf yang sama, yaitu I, diperoleh nilai indeks Forgotten sebagai

berikut.
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F(Tz,) = (deg(0)? + deg(1)?) + (deg(0)? + deg(2)?) + (deg(0)? + deg(3)?)
+ (deg(0)? + deg(4)?) + (deg(0)? + deg(5)2) + (deg(0)? + deg(6)?)
+ (deg(0)? + deg(7)?) + (deg(1)? + deg(4)?) + (deg(2)? + deg(4)?)
+ (deg(3)? + deg(4)?) + (deg(4)? + deg(5)2) + (deg(4)? + deg(6)?)
+ (deg(4)? + deg(7)?)
= (77 +2°)+ (7 +22) + (7P +22) + (7 + %) + (77 + 28) + (77 + 2%)
+(72+22)+ (22 + 7))+ (22 + 7H) + (22 4+ 77) + (77 + 2F)
+ (72 +2%) + (7% +2%)
=12-(724+2)+1-(7>+ 7%
F(Iy,) = 734.

Definisi 2.3. (Ghanbari, 2022) Diberikan I'; graf sederhana terhubung. Indeks Polinom
Sombor didefinisikan sebagai berikut.

1

vy vV deg(x)? + deg(y)?

Perhitungan nilai indeks Polinomial Sombor dapat menggunakan perhitungan indeks
Forgotten. Hal ini karena rumus indeks Forgotten termuat dalam indeks Polinomial
Sombor. Oleh karena itu, diperoleh

xdeg(x)?+deg(y)?

So(Tg;x) =

1 1
So(Tg;x) =12 ——=x""*"" +1- ———=x7"*""

V72 + 22 V72 + 72
=12 L x>3 4+ ——x%8
- V53 17\/5
SO(FZB; x) = §V53x53 + ﬁﬁx%_
de (u):{pk_1 uen
& p uel,

di mana

vy = {0p*~t, 1", 2p*71, L, p* — )

V,={1,2,...,pF = 1,p* T+ 1,pF 1 + 2, ... 2p% 1 — 1,2p%" 1 + 1,2p% 1 + 2,...,pF
—p—-1pf—p+1,..,p"¥-1}%

3. Hasil dan Pembahasan

-1 B 3
ABC(Ty, ) :%.m_i_(pkﬂ_pz)_m-
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Bukti. Berdasarkan Teorema 2.4, simpul pada graf koprima prima dari Iz dipartisi

menjadi dua, yaitu V; dan V,. Akan digunakan tiga kasus untuk membuktikan teorema ini.
Dengan menggunakan alasan yang sama seperti pada Teorema 3.4 artikel Abdurahim
(Abdurahim et al., 2024), perhatikan tiga kasus berikut. Ambil sebarang x;,y, € V; dan
X2, Y2 €EV;

a) Sisi yang menghubungkan dua titik berbeda di V;, yaitu v, dan v; dengan u; # v;.
Jdeg(uo +deg(v) =2 _ J(pk —D+ @ -1 -2
=S, ;-
u,v,€E(Tg)

deg(u,) deg(v,) DD
= 1(p ~1p- %
2? ; )P I3
ulvlezb":(ra)\/ deg‘(izlg)(uj)iiei;a))_ 2 2(? ; Dp V20" -2).

b) Sisi yang menghubungkan V; ke V.
—2 k—1 -2
5 Jdeg(ul) rdegv) =2y J(p ) +p
uv,€E(Tg)

deg(uy) deg(vy) @ -1-p
1, p¥+p-3
-3t et B

deg(u,) +deg(v))—-2 (1 ... 1 . 1, 1 p¥+p—3
=(—p +opf—Sp ——P) @ =D 3
deg(u,) deg(v;) 2 2 2 2 (» D-p
u;v,€E(Tg)

c) Sisi yang menghubungkan V, ke V;.

deg(u,) + deg(v,) — 2 _ p+@pk—1)-2
Z \/ 2 , = (pk t- 1)Szo—l )
u;v1€E(Tg)

deg(uz) deg(v,) p+ @ -1
1, pk+p-—3
B A [ VR
deg(u,) + deg(v,) —2 _ (lpkﬂ _lpk _lp2 +1p) pk+p—3
deg(u;) deg(v,) 2 2 2 27 =1 -p
u,v1€E(Tg)

Dengan menjumlahkan nilai dari a), b), dan c) diperoleh
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ABC(T,) = deg(u,) + deg(v,) —2 deg(u,) + deg(v,) — 2
@ deg(u,) deg(vy) deg(uy) deg(vy)
u v, €E(Tg) u v,€E(Tg)

N Jdeg(ua + deg(vy) — 2
upv; €E(Tg)

deg(u,) deg(v,)

(p—1p 1 1 1 1 pk+p—3
2 k_2 (_ k+1 ok "2 )
=20F D (» )+ LA iy Sy o =1 p
1 1 1 1 p¥+p—3
“ o k+1 _ .k .2 _ - —_
+<2p 2P TP +2p> k—1)p

ABC(T,) =

kK+p-3
2( s /2(p _2 +(pk+1 2). u

@k-1-p

Teorema 3.2. Misal diberikan graf koprima prima I dengan n = p¥dank >2 €N,
maka diperoleh indeks Forgotten yaitu
F(FG) — p3k+1 _ 3p2k+1 + pk+3 + 3pk+1 _ p4 —p.

Bukti. Dengan menggunakan asumsi yang sama pada Teorema 3.1, diperoleh indeks
Forgotten untuk sisi yang dihubungkan oleh dua simpul berbeda di V; adalah

deg(uy)? + deg(v)? = S,y - (P — 1)" + (p* - 1))

u;v;€E(Tg)
1 X 2
=5@-Dp-2(p" -1)
deg(u1)2 + deg(vl)z — p2k+2 _ p2k+1 _ 2pk+2 + Zpk+1 + p2 —p.

uv1€E(Tg)
Selanjutnya, indeks Forgotten untuk sisi yang menghubungkan dari simpul di V; ke V,
adalah
— 2
deg(uy)? + deg(v)? = (p*~* = 1)S, - (p* — 1) +p?)
u v,€E(Tg)
1
=5 (P - 1)@* +p)(p* - 2p* +p* +1)
1 1 1 1 1 1

a4 _ .3 _ 2 —.3k _ .2k 4 — .k 4 — . 3k+1
= ZP 2P 210 +2P p +2P +2P

3 1 3 3 1 1
2 okl g k43 4 2o k+1l 4 D k42 - 2k+2
PP P AT e 2P 2P

Berikutnya, indeks Forgotten untuk sisi yang menghubungkan dari simpul di V, ke V;
adalah

deg(u,)? + deg(v)? = (p*~* = 1)Sp-1 - (p? + (p* — 1))

upv;€E(Tg)

1
= E(p"‘1 - 1)(p*—-p) - (p* - 2p* +p* +1)
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1 1 1 1 1 1
a4 .3 .2 — .3k 2k _ — .k 4 —..3k+1
= Zp +2p 2p 2p +p 2p +2p

1 1 1 1 1 1
T .2k+1 4 — o k+3 _ o k+1 4 k42 _ . 242k 4

2
Dengan menjumlahkan ketiga kasus di atas, diperoleh
FI) = ) degu)?+degw)?+ ) deg(u)? + deg(v)?
uv1€E(T¢) u,v,€E(T¢)

+ E deg(u,)? + deg(v,)?
uzv1€E(Tq)
— (p2k+2 _ p2k+1 _ 2pk+2 + 2pk+1 + pZ _ p)

1 1 1 1 1 1
14 1.3 _ .2, 7.3k _ 2k 4 Tk 4 —o3k+1
+< p p p +2p p*+5pt+5p

2 2 2 2 2
_;p2k+1 +%pk+3 +;pk+1 +%pk+2_%p2+2k_%p>
+<_%p4+%p3_%p2_%p3k+p2k_%pk+%p3k+1
_%p2k+1 +%pk+3_%pk+1 +%pk+2_%p2+2k+%p>

= (p2k+2 — p2k+1 _ pk+2 4 opk+l 4 12 )

+ (_p4 _ pz + p3k+1 _ 2p2k+1 + pk+3 + pk+1 + Zpk+2
_ p2+2k)

F(FG) — p3k+1 _ 3p2k+1 + pk+3 + 3pk+1 _ p4 -p

Teorema 3.3. Misal diberikan graf koprima prima I, dengan n = p¥dank >2 €N,
maka diperoleh indeks Sombor yaitu

So(Tg;x) = oD X201 (p*** - p?) - xPH-ap?aL
2(p* — V2 Vp# —2pk +p? +1
Bukti. Dengan asumsi yang sama pada teorema sebelumnya, diperoleh
So(Tg;x) = ! xdeg(uy)? +deg(vy)?
wr SR T Jdeg(uy)? + degv,)?
+ ! ydeg(u)?+deg(vy)?
wv TR T Jdeg(uy)? + degv,)?
+ ! ydeg(uz)?+deg(vy)?

u,v; € E(Tg) \/deg(u2)2 + deg vl)z
1 2 2
K PF-1) +(pF-1)" 4 (pk—l _ 1)5p

=S .
- DT o -1

2
x4 (pFt—-1)S,-4

V2(* - D2 +p?
1

xp2+(pk—1)2

Jp? + 200k - 2
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1 1 2
=2 - Dp 2"
2 . 2(pk — 1)? .
k-1 2 2k _2pkip2+1
=" -1)@* +p) xPT TP
2( ) \/p2k_2pk+p2+1
1 1 2k_ o ko2
_ k-1 2 —2pk+p2+1
=s(@P"-1)@*-p)- xPEpEp
2( ) Jp2k = 2pk + p2 + 1
_ (p - 1)p xZ(pk—l)z
2(p* — V2
n (lpk+1 n lpk _ lpz _ lp) 1 xPH-2p*+p?+1
2 2 2 2 2k _ ok 2
Jp 2pk +p2 +1
n (lpk+1 _ lpk _ lpz n lp) 1 P2 +p?+1
2 2 2 2 2k _ ok 2
\/p 2pt+pc+1
(®—Dp 1

SO(FG;x) = xZ(pk_l)Z + (pk+1 _ pz) xp2k_2pk+p2+1.

2(p* — DV2 Vp?k —2pF +p? +1

4.  Kesimpulan dan Saran

Diperoleh beberapa rumus umum dari indeks topologi untuk graf koprima prima un-
tuk grup bilangan bulat modulo, yaitu

a. Indeks Atom Bond Connectivity (ABC)

-1 B 3
ABC(FZn):%'\M‘F(PkH—pZ)'m

b. Forgotten
2

FIT) =2 (p— Dp - me— b p2(pe 1 = 1) - ——a
2 2(pk - 1) p+ (pk—1)

c. Polinomial Sombor

(p—Dp xz(pk—1)2 + (pk+1 —p?) 1

So(Tg;x) =
2k - 1)V2 VP —2pF +p? +1

2k_o9pk 2
xp 2p*t+pc+1
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