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Abstrak — Telah dilakukan kajian awal mengenai sifat radial sistem hidrogenik menggunakan
polinomial Laguerre. Tujuan dari kajian ini adalah mempelajari sifat radial dari ion hidrogenik yang
ditunjukkan oleh besaran rapat probabilitas radial, jarak radial paling mungkin dan jarak rata-rata
elektron dari inti ion hidrogenik. Berdasarkan hasil penelitian untuk Z=1 sampai Z=10 dengan bilangan
kuantum utama (n)=1 sampai 5 menghasilkan 150 bentuk fungsi radial, 150 rapat probabilitas radial,
150 nilai jarak radial paling mungkin dan 150 nilai jarak rata-rata elektron. Jarak radial paling
mungkin dari inti dibandingkan dengan model Bohr dan menunjukkan hasil yang sama dengan model
Bohr.

Kata kunci: fungsi radial, ion hidrogenik, polinomial Laguerre, jarak radial, model Bohr

Abstract — A preliminary study has been carried out on the radial properties of the hydrogenic systems
using the Laguerre polynomial. The aims of this study were to investigate radial properties of
hydrogenic ions by evaluating the radial probability density, the most probable radial distance and the
average distance of electron from the nuclei of hydrogenic ions. Based on the research results for Z=1
to Z=10 with the principal quantum number (n)=1 to 5, 150 radial function forms, 150 radial
probability density, 150 most probable radial distance values and 150 electron average distance values
were obtained. The most probable radial distance from the nucleus was compared with the Bohr model
and showed the same results as the Bohr model.
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1. Pendahuluan

Solusi aproksimasi sederhana persamaan Schrddinger untuk sistem-sistem kuantum sederhana telah
banyak dilaporkan di literatur seperti sistem helium dan helium-like [1-8] dan isotop-isotop molekul
hidrogen [9-10]. Selain itu, kajian tentang sistem-sistem yang telah memiliki solusi analitik juga telah
banyak dilakukan mulai dari sistem osilator harmonik [11-12], sumur potensial berhingga [13], dan
sistem-sistem hidrogenik [14-16].

Walaupun solusi eksak persamaan Schrddinger untuk sistem hidrogenik telah diketahui, sistem-
sistem ini tetap menarik dari sudut pandang teoritis salah satunya karena sistem-sistem ini merupakan
building block untuk memahami sistem-sistem kuantum yang lebih kompleks. Dengan memahami
sistem-sistem ini secara komprehensif, diharapkan pemahaman yang sama dapat dikembangkan untuk
memahami sistem-sistem kuantum yang kompleks. Beberapa kajian teoritis terbaru tentang sistem-sistem
hidrogenik antara lain dapat ditemukan di beberapa literature [17-19]. Meskipun demikian, sebagian
besar kajian-kajian ini terbatas pada beberapa bilangan kuantum saja dan beberapa sistem hidrogenik
saja. Oleh karena itu, kajian lebih komprehensif pada sistem-sistem ini menjadi sebuah topik yang
menarik untuk dikaji.

Dalam penelitian ini, sistem hidrogenik dengan Z=1-10 untuk bilangan kuantum n=1 sampai n=5
dikaji. Kajian ini meliputi penentuan bentuk-bentuk eksplisit fungsi-fungsi radial sistem-sistem ini, yang
kemudian digunakan untuk menentukan rapat probabilitas radial, jarak radial paling mungkin dan jarak
rata-rata radial elektron dari inti atom ion-ion hidrogenik ini. Adapun penentuan fungsi-fungsi radial
sistem-sistem ini dilakukan dengan menggunakan polynomial Laguerre. Nilai-nilai jarak radial paling
mungkin elektron yang diperoleh dari formulasi mekanika kuantum, yakni dari interpretasi grafik rapat
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probabilitas radial elektron, juga dibandingkan dengan nilai-nilai bersesuaian yang diperoleh dari model
Bohr.

2. Metode Penelitian
2.1 Fungsi Radial dalam bentuk Polinomial Laguerre
Fungsi radial ion hidrogenik dapat ditulis dalam bentuk polynomial Laguerre seperti ditampilkan pada

Persamaan (1) [20].
22\ (n-1-1) : 27r ) 27r zr
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Dengan Z merupakan muatan inti, n dan | secara berturut-turut adalah bilangan kuantum utama dan
bilangan kuantum orbital, L%, ;(2Zr/na,) adalah polynomial Laguerre terasosiasi yang bergantung pada
nilai n dan | dan a, adalah radius Bohr. Dalam penelitian ini, bentuk-bentuk eksplisit fungsi radial pada
Persamaan (1) ditentukan dengan menentukan terlebih dahulu bentuk polynomial Laguerre dengan
menggunakan Microsoft Excel untuk nilai Z, n dan | tertentu, yang kemudian digunakan untuk
menentukan fungsi radial R,,(r).

2.2 Rapat probabilitas radial

Radius peredaran yang paling mungkin dari elektron ion hidrogenik dapat ditentukan dengan menghitung
kebolehjadian menemukan elektron, disekitar inti atom dengan menggunakan fungsi radial. Rapat
kebolehjadian bahwa elektron ada pada posisi antara r dan r + dr dari pusat peredarannya [21] dapat
dituliskan

f.(r)= |’2|Rn,(l’)|2 @)
Lintasan yang paling mungkin untuk elektron pada setiap subkulit didapatkan jika dipenuhi [21]
df, (r)
URSVARN|
dr @)

sedangkan nilai rata-rata jarak elektron dari inti atom dapat diperoleh dengan menghitung harga harap
jari-jari lintasan elektron yaitu

(r) :_[R:,arlrzdr @)
0

3. Hasil Dan Pembahasan
3.1 Bentuk eksplisit fungsi radial

Bentuk-bentuk eksplisit fungsi radial untuk Z=1 sampai Z=10 untuk n=1 sampai n=5 telah diperoleh dan
Gambar 1 menampilkan fungsi radial untuk R;(r) dan Rg,(r) sebagai representasi untuk state-state lain
yang dianalisis dalam penelitian ini.

T
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Gambar 1. Fungsi radial untuk ion hidrogenik untuk (a) n=1, I=0, dan (b) n=5, I=4.
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Gambar 1 menunjukkan bahwa semakin tinggi muatan inti Z dari ion hidrogenik, besar fungsi radial
maksimumnya juga semakin tinggi dan nilai maksimum fungsi radial ini bergeser ke nilai r yang semakin
kecil yakni jarak elektron yang semakin dekat ke inti atom. Hal ini akan memiliki implikasi pada
interpretasi probabilitas radial yang akan dibahas pada bagian berikut.

3.2 Rapat probabilitas radial

Rapat probabilitas radial ditentukan dengan menggunakan Persamaan (2) dan diplot sebagai fungsi r.
Gambar 2 menampilkan rapat probabilitas radial f,(r) untuk ion-ion hidrogenik dari Z=1 sampai Z=10
dan untuk n=1 sampai n=5. Perlu dicatat bahwa nilai rapat probabilitas ini dapat bernilai lebih besar dari
1, namun peluang total menemukan elektron memiliki nilai maksimum sebesar 1 dan dapat ditentukan
dengan menghitung total luasan di bawah kurva f(r) untuk interval r tertentu [22].
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Gambar 2. Rapat probabilitas radial untuk ion hidrogenik untuk n=1 sampai n=5. Dimana gambar a) sampai i)
secara berturut-turut adalah rapat probabilitas radial untuk state |n,1>: |1,0>, |2,0>, |2,1>, |3,0>, |3,1>, |3,2>, |4,0>,
|4,1>, |4,2>, |4,3>, |5,0>, |5,1>, |5,2>, |5,3>, dan |5,4>.
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Gambar 2. Rapat probabilitas radial untuk ion hidrogenik untuk n=1 sampai n=5. Dimana gambar j) sampai 0)
secara berturut-turut adalah rapat probabilitas radial untuk state |n,I>: |1,0>, |2,0>, |2,1>, |3,0>, |3,1>, |3,2>, |4,0>,
|4,1>, |4,2>, |4,3>, |5,0>, |5,1>, |5,2>, |5,3>, dan |5,4>.

Dari Gambar 2 terlihat jelas bahwa semakin besar muatan inti ion hidrogenik, nilai jarak radial
maksimum, yakni jarak radial dengan peluang maksimum, semakin kecil. Hal ini karena semakin besar
muatan inti ion, interaksi Coulumb antara inti atom dan elektron akan semakin besar sehingga elektron
akan semakin terlokalisasi dekat dengan inti atom. Selain itu, Gambar 2 juga menunjukkan bahwa jumlah
node radial adalah n-I-1, hal ini dapat dilihat muncul dari sifat koefisien polinomial Laguerre terasosiasi
L2* | 1(2Zr/na,) yang memiliki tanda bergantian akibat adanya faktor (-1)™ [20]. Untuk state-state yang
memenuhi hubungan n=I+1, fungsi radial R, (r) tidak memiliki node sehingga rapat probabilitas radial
fu(r) juga tidak memiliki node. Contoh-contoh state ini adalah state [1,0>, |2,1>, [3,2>, |4,3>, dan |5,4>
yang tidak memiliki node seperti terlihat pada Gambar 2.

3.3 Jarak radial paling mungkin dan jarak radial rata-rata elektron

Jarak radial paling mungkin elektron dari inti ditentukan dengan menggunakan hasil perhitungan dari
rapat probabilitas radial. Dalam penelitian ini, jarak radial paling mungkin ini ditentukan dengan
meninjau nilai jarak radial pada saat rapat probabilitas radialnya maksimum. Sementara itu, jarak radial
rata-rata elektron dihitung menggunakan Persamaan (4). Nilai-nilai jarak radial paling mungkin dan jarak
rata-rata elektron untuk ion Ne®" ditampilkan pada Tabel 1 dan untuk ion-ion lain (Z=1-9) dapat
diperoleh dengan request melalui email ke penulis.

Nilai jarak radial yang diprediksi oleh Bohr yang ditampilkan pada kolom 5 pada Tabel 1 ditentukan
menggunakan Persamaan (5) [23].

a
rBohr = ?0 n2 (5)

Tabel 1 menunjukkan bahwa nilai jarak radial yang diprediksi oleh model Bohr merupakan jarak
radial paling mungkin yang diperoleh dari formulasi mekanika kuantum untuk nilai n tertentu dengan
nilai I tertinggi yang mungkin untuk nilai n tersebut. Hal ini menunjukkan bahwa lintasan elektron yang
diprediksi oleh Bohr berupa suatu lintasan tertentu sesungguhnya merupakan jarak radial paling mungkin
dalam formulasi mekanika kuantum karena dalam formulasi kuantum, lintasan elektron yang pasti tidak
relevan lagi karena elektron berpeluang ditemukan di posisi-posisi berbeda dalam ruang di sekitar atom.
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Gambar 3 menunjukkan perbandingan jarak radial paling mungkin yang diperoleh pada penelitian ini
dengan jarak radial yang diprediksi oleh Bohr.

Tabel 1. Jarak radial paling mungkin dan jarak radial rata-rata elektron dari inti ion Ne** (Z=10). Jarak radial yang

diprediksi oleh Bohr juga ditampilkan. Jarak dinyatakan dalam A.

n I I'max <> I'Bohr
1 0 r=0.05 0.07935 0.0529
2 0 r=0.28 0.3174 0.2116
1 r=0.21 0.2645 0.2116
3 0 r=0.69 0.71415 0.4761
1 r=0.63 0.66125 0.4761
2 r=0.48 0.55545 0.4761
4 0 r=13 1.2696 0.8464
1 r=1.25 1.2167 0.8464
2 r=1.12 1.1109 0.8464
3 r=0.85 0.9522 0.8464
5 0 r=2.11 1.98375 1.3225
1 r=2.06 1.93085 1.3225
2 r=1.94 1.82505 1.3225
3 r=1.74 1.66635 1.3225
4 r=1.32 1.45475 1.3225

Gambar 3 menunjukkan bahwa model Bohr berhasil memprediksi dengan cukup baik jarak radial
paling mungkin elektron dari inti atom hidrogenik walaupun hanya menggunakan metode semiklasik.
Hal ini menunjukkan bahwa walaupun memiliki beberapa kelemahan, model Bohr tetap memiliki peran
yang sangat penting dan menjadi salah satu jembatan dari teori klasik menuju teori kuantum [24].
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Gambar 3. Perbandingan jarak radial paling mungkin dari mekanika kuantum dengan jarak radial
prediksi Bohr untuk ion hidrogenik dari Z=1 sampai Z=10.

Beberapa kelemahan model Bohr antara lain adalah terkait dengan momentum sudut elektron, yang
menurut model Bohr, terkuantisasi menurut L=r#4. Walaupun kemudian ditemukan bahwa momentum
sudut elektron sebanding dengan konstanta Planck h, namun tidak dalam kesebandingan dengan n.
Sebagai contoh, untuk elektron pada keadaan dasar model Bohr memberikan nilai momentum sudut
orbital sebesar 1 sedangkan dari model mekanika kuantum, nilai momentum sudut ini sebesar 0.
Demikian juga untuk keadaan eksitasi pertama, model Bohr hanya memprediksi 1 nilai untuk momentum
sudut yakni sebesar 2, sedangkan mekanika kuantum memprediksi 2 buah nilai untuk momentum sudut
orbital yakni 0 dan 1. Salah satu konsekuensinya adalah terkait dengan r.., yang berbeda dari model
Bohr dengan model mekanika kuantum seperti terlihat pada Tabel 1.
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4. Kesimpulan

Kajian tentang sifat-sifat radial ion hidrogenik menggunakan polinomial Laguerre yang ditunjukkan oleh
besaran rapat kebolehjadian, jarak radial paling mungkin dan jarak rata-rata elektron menunjukkan
kesesuaian dengan model Bohr, dimana jarak radial yang diproduksi oleh model Bohr adalah jarak paling
mungkin yang diperoleh dari formulasi mekanika gelombang. Juga telah diperoleh bentuk eksplisit dari
fungsi radial ion hidrogenik untuk n=1 sampai n=5.
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