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Abstrak: Dalam statistika salah satu ukuran untuk melihat ketergantungan an-
tara dua peubah adalah dengan menggunakan koefisien korelasi. Namun, dalam
banyak aplikasi finansial terutama manajemen risiko finansial penggunaan korelasi
kadang tidaklah tepat. Salah satu contoh kelemahan korelasi adalah ketidakmam-
puan korelasi untuk menangkap hubungan nonlinear antara dua peubah. Selain, itu
sifat-sifat umum korelasi yang dikenal biasanya hanya berlaku pada distribusi elip-
tik. Untuk itu diperlukan suatu metode untuk mengeksplorasi struktur ketergan-
tungan antarpeubah tersebut. Metode ini adalah kopula. Tujuan artikel ini adalah
memberikan tutorial singkat tentang kopula dan estimasinya.
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1. Pendahuluan

Dalam statistika salah satu ukuran untuk melihat ketergantungan antara dua peubah
adalah dengan menggunakan koefisien korelasi. Namun, dalam banyak aplikasi finan-
sial terutama manajemen risiko finansial penggunaan korelasi kadang tidaklah tepat.
Salah satu contoh kelemahan korelasi dalam manajemen risiko antara lain bahwa ko-
relasi tidak mampu menangkap hubungan nonlinear antarfaktor risiko [8]. Embrechts
et al. [8] menambahkan, penggunaan korelasi selain distribusi eliptik (misalnya dis-
tribusi normal) harus dilakukan dengan hati-hati. Lebih lanjut menurut [8] setidaknya
ada dua kesalahan dalam penggunaan korelasi. Pertama, distribusi marginal dan ko-
relasi menentukan distribusi bersama. Hal ini hanya berlaku untuk distribusi dalam
keluarga eliptik. Kesalahan kedua, apabila diketahui distribusi marginal F1 dan F2 un-
tuk peubah acak X1 dan X2 semua korelasi linear antara −1 dan 1 dapat diperoleh
dengan menentukan spesifikasi distribusi bersama F . Lagi-lagi, ini hanya berlaku pada
distribusi keluarga eliptik. Dengan kata lain, tidak semua korelasi yang bisa dicapai
berada pada selang [ρmin, ρmax] = [−1, 1]. Sebagai contoh distribusi lognormal memiliki
nilai kisaran korelasi pada [−0,090; 0,666]. Embrechts et al. [8] menambahkan ada be-
berapa masalah lain selain dua yang disebutkan di atas yang muncul pada penggunaan
korelasi dalam manajemen risiko yaitu sebagai berikut: (1) risiko dependen yang secara
positif sempurna tidak selalu/harus memiliki korelasi 1, demikian pula untuk risiko de-
penden negatif sempurna tidak selalu/harus memiliki korelasi −1; (2) korelasi nol tidak
mengindikasikan risiko yang bebas; (3) korelasi tidaklah invarian dalam transformasi
misalnya logX dan log Y secara umum tidak memiliki korelasi yang sama dengan X
dan Y ; dan (4) korelasi hanya terdefinisikan apabila varians dari risiko adalah hingga.
Salah satu alternatif untuk mengatasi masalah ini adalah dengan menggunakan korelasi
rank, misalnya korelasi Spearman atau Kendall. Namun, menurut lebih lanjut menu-
rut [8] korelasi rank masih memiliki masalah bahwa korelasi hanya merupakan suatu
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pengukur skalar ketergantungan sehingga tidak dapat memberitahu apa yang ingin dike-
tahui tentang ketergantungan risiko misalnya. Selain itu korelasi rank masih memiliki
masalah seperti pada uraian nomor (2).

Berdasarkan uraian di atas diperlukan alternatif untuk memahami struktur ketergan-
tungan /dependens dari distribusi bersama yang bisa menghubungkan antara struktur
ketergantungan itu sendiri dan distribusi marginal. Dengan kata lain, setiap distribusi
bersama F (x1, . . . , xn) dapat dituliskan sebagai

F (x1, . . . , xn) = C(F1(x1), . . . , Fn(xn)), (1)

dengan F1(x1), . . . , Fn(xn) adalah distribusi marginal dan fungsi C disebut kopula (cop-
ula) dari F .

Artikel ini diatur sebagai berikut. Bagian 2 membahas konsep kopula dan Teorema
Sklar. Selanjutnya kopula dibahas pada Bagian 3. Kemudian estimasi dan simulasi kop-
ula vine dibahas pada Bagian 4. Bagian 5 memuat Kesimpulan.

2. Pengantar Kopula

Pada bagian ini akan dibahas konsep kopula dan pengembanganya. Telah banyak artikel
yang meninjau tentang kopula dan juga tutorial penggunaanya seperti [11], [16], [18],
[12], [19], [7], dan [14]. Berikut ini beberapa konsep yang berhubungan dengan kopula
seperti volume, fungsi 2-increasing, dan grounded yang diadaptasi dari [17].

Definisi 1. [17] Suatu fungsi real 2-place adalah fungsi H yang ranah (domain) domH

merupakan himpunan bagian (subset) dari bilangan real yang diperluas R
2
dan kisaran

(range) ranH yang merupakan himpunan bagian dari bilangan real R.

Definisi 2. [17] Misalkan S1 dan S2 adalah himpunan bagian takkosong dari R
2
dan H

adalah fungsi real 2-place sedemikian hingga domH = S1×S2. Misalkan B = [x1, x2]×
[y1, y2] adalah persegi panjang yang semua verteksnya berada di domH. Volume H dari
B didefinisikan sebagai

VH(B) = H(x2, y2)−H(x2, y1)−H(x1, y2) +H(x1, y1). (2)

Definisi 3. [17] Suatu fungsi real 2-place dikatakan 2-increasing apabila VH(B) ≥ 0
untuk semua persegi panjang B yang verteksnya terletak di domH.

Definisi 4. [17] Misalkan S1 memiliki elemen terkecil a1 dan S2 memiliki elemen terke-
cil a2. Suatu fungsiH dari S1×S2 keR dikatakan grounded jikaH(x, a2) = 0 = H(a1, y).

Definisi 5. [17] Suatu fungsi C dari I2 ke I dikatakan kopula dua dimensi (atau kopula)
apabila memenuhi sifat-sifat berikut:

1. Untuk setiap u, v di dalam I berlaku

C(u, 0) = 0 = C(0, v)

dan
C(u, 1) = u dan C(1, v) = v.
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2. Untuk setiap u1, u2, v1, v2 di dalam I sedemikian hingga u1 ≤ u2 dan v1 ≤ v2
berlaku

C(u2, v2)− C(u2, v1)− C(u1, v2) + C(u1, v1) ≥ 0.

Sebagai contoh kopula dua dimensi adalah kopula hasil-kali Π(u, v) = uv dan kopula
M(u, v) = min(u, v). Selanjutnya dalam membicarakan tentang kopula dan hubungan-
nya dengan Teorema Sklar, akan ditinjau terlebih dahulu konsep fungsi distribusi itu
sendiri.

Definisi 6. [17] Fungsi distribusi bersama adalah fungsiH dengan domainR
2
sedemikian

hingga

1. H adalah 2-increasing,
2. H(x,−∞) = H(−∞, y) = 0 dan H(∞,∞) = 1.

Dari definisi fungsi distribusi di atas dapat diketahui H adalah grounded dan H memi-
liki margin F (x) = H(x,∞) dan G(y) = H(∞, y). Selanjutnya hubungan antara kopula
dan fungsi distribusi H dinyatakan oleh Teorema Sklar berikut.

Teorema Sklar. Misalkan H adalah fungsi distribusi bersama dengan margin F dan
G. Maka terdapat suatu kopula C sedemikian hingga untuk semua x, y di dalam R,

H(x, y) = C(F (x), G(y)). (3)

Jika F dan G kontinu, maka C tunggal; jika tidak demikian C secara tunggal ditentukan
pada kisaran ranR× ranG. Sebaliknya, jika C adalah kopula dan F dan G adalah fungsi
distribusi, maka fungsi H yang didefinisikan pada (3) adalah fungsi distribusi dengan
margin F dan G.

Bukti Teorema Sklar dapat dilihat pada [17].
Contoh 1. Distribusi bivariat logistik Gumbel dengan fungsi distribusi bersama

H(x, y) = (1 + exp(−x) + exp(−y))−1

memiliki margin distribusi univariat logistik F (x) = (1 + exp(−x))−1 dan G(y) =
(1 + exp(−y))−1 dengan kopula

C(u, v) =
uv

u+ v − uv
.

2.1. Kopula Multivariat

Pada bagian sebelumnya telah didefinisikan kopula untuk bivariat. Selanjutnya kopula
dapat diperluas untuk multivariat. Misalkan R

n
menyatakan ruang-n yang diperluas

yakni R × R × · · · × R. Misalkan a = (a1, a2, . . . , an) dan b = (b1, b2, . . . , bn) adalah
titik-titik di dalam R. Tuliskan a ≤ b apabila ak ≤ bk untuk semua k demikian pula
a < b apabila ak < bk untuk semua k. Definisikan kotak − n B sebagai hasil kali
Cartesius dari n selang tertutup [a,b] = [a1, b1]× [a2, b2]×· · ·× [an, bn]. Verteks-verteks
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dari kotak-n B adalah titik-titik c = (c1, c2, . . . , cn) dengan ck sama dengan ak atau bk.
Kubus-n adalah hasil kali I × I × · · · × I. Kemudian, fungsi real n-place adalah fungsi
dengan domain domH yang merupakan himpunan bagian dari R

n
dan kisaran ranH

yang merupakan himpunan bagian dari R.
Selanjutnya didefinisikan volume sebagai berikut.

Definisi 7. [17] Misalkan S1, S2, . . . , Sn adalah himpunan bagian takkosong dari R dan
misalkan H adalah fungsi real n-place sedemikian hingga domH = S1 × S2 × · · · × Sn.
Misalkan B = [a,b] adalah kotak-n yang semua verteksnya ada di domH. Volume H
dari B diberikan oleh

VH(B) =
∑

sign(c)H(c), (4)

dengan

sign(c) =

{
1, jika ck = ak untuk k genap;

−1, jika ck = ak untuk k ganjil.
(5)

Selanjutnya fungsi real n-placeH dikatakan n-increasing jika VH(B) ≥ 0 untuk semua
kotak-n B yang semua verteksnya berada di domH. Kemudian, misalkan domain dari
fungsi real n-place adalah domH = S1 × S2 × · · · × Sn dan masing-masing Sk memiliki
elemen terkecil ak. Fungsi H dikatakan grounded apabila H(t) = 0 untuk semua t di
dalam domH sedemikian hingga tk = ak untuk setidaknya satu k. Jika masing-masing
Sk takkosong dan memiliki elemen terbesar bk, fungsi H dikatakan memiliki margin dan
margin satu dimensi H adalah fungsi Hk yang diberikan oleh

Hk(x) = H(b1, . . . , bk−1, x, bk+1, . . . , bn)

untuk semua x di dalam Sk.
Dengan pengembangan konsep volume, fungsi n-place, n-increasing, dan grounded di

atas, selanjutnya didefinisikan kopula dimensi n.
Definisi 8. [17] Kopula dimensi n (n-dimensional copula) adalah fungsi C dari In ke I
dengan sifat-sifat berikut:

1. Untuk setiap u di dalam In, C(u) = 0 jika paling tidak satu koordinat u adalah
0 dan jika semua koordinat u adalah 1 kecuali uk, maka C(u) = uk.

2. Untuk setiap a dan b di dalam In sedemikian hingga a ≤ b volume VC([a,b]) ≥ 0.

Selanjutnya perluasan Teorema Sklar untuk dimensi n adalah sebagai berikut.
Teorema Sklar [17]. Misalkan H adalah fungsi distribusi dimensi n dengan margin
F1, F2, . . . , Fn. Maka terdapat suatu kopula C berdimensi n sedemikian hingga untuk
semua x di dalam R

n

H(x1, x2, . . . , xn) = C(F1(x1), F2(x2), . . . , Fn(xn)). (6)

Jika F1, F2, . . . , Fn semuanya kontinu, maka C adalah tunggal; jika tidak demikian C
secara tunggal ditentukan pada ranF1× ranF2×· · ·× ranFn. Sebaliknya, jika C adalah
kopula n dan F1, F2, . . . , Fn adalah fungsi distribusi, maka fungsi H yang didefinisikan
pada (6) adalah fungsi distribusi dimensi n dengan margin F1, F2, . . . , Fn.

Pembuktian Teorema Sklar untuk kopula dimensi n dapat dilihat pada [17].
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Contoh 3. Perluasan kopula hasil-kaliΠn(u) = u1u2 · · ·un danMn(u) = min(u1, u2, . . . , un).
Kopula pada kasus multivariat tidak semudah pada kasus bivariat. Menurut [10]

pengkonstruksian kopula multivariat yang memungkinkan beragam jenis ketergantun-
gan dan representasi bentuk tertutup masih merupakan tugas menantang.

2.2. Keluarga Kopula

Konstruksi kopula dapat dilihat secara detail dalam [17]. Secara garis besar ada tiga
keluarga kopula penting yaitu keluarga eliptik (elliptical copulas), kopula Archimedes
(Archimedean copulas), dan Eyraud-Farlie-Gumbel-Mongerstern (EFGM) kopula (li-
hat [6]). Di antara keluarga kopula ini, keluarga kopula fleksibel yang popular digu-
nakan adalah keluarga kopula Archimedes. Pada bagian berikut akan dijelaskan kopula
Archimedes yang diadaptasi dari [17] dan [10]. Misalkan ϕ : [0, 1] → [0,∞] adalah
fungsi kontinu, menurun tegas, dan fungsi konveks dengan ϕ(1) = 0 dan ϕ(0) ≤ ∞ dan
misalkan ϕ[−1] adalah pseudo-inverse dari ϕ yang didefinisikan oleh

ϕ[−1](t) =

{
ϕ−1(t), 0 ≤ t ≤ ϕ(0);

0, ϕ(0) ≤ t ≤ ∞.
(7)

Selanjutnya kopula Archimedes bivariat didefinisikan sebagai

C(u1, u2) = ϕ[−1](ϕ(u1) + ϕ(u2)). (8)

Fungsi ϕ selanjutnya disebut pembangkit (generator) dari kopula. Selanjutnya, dike-
tahui pembangkit tegas (strict generator) ϕ : [0, 1] → [0,∞], kopula Archimedes dapat
diperluas untuk kasus dimensi n. Untuk setiap n ≥ 2, fungsi C : [0, 1]n → [0, 1] yang
didefinisikan oleh

C(u) = ϕ−1(ϕ(u1) + ϕ(u2) + · · ·+ ϕ(un)) (9)

adalah kopula Archimedes dimensi n. Daftar anggota keluarga kopula Archimedes dapat
dilihat pada [17].
Contoh 2. Berikut ini adalah contoh keluarga kopula Archimedes: kopula Clayton den-
gan pembangkit ϕ(t) = (t−θ − 1)/θ, kopula Frank dengan pembangkit − ln[(exp(−θt)−
1)/(exp(−θ) − 1)], dan kopula Gumbel dengan pembangkit (− ln t)θ. Masing-masing
kopula memiliki margin N(0, 1) dan t4. Plot kontur dapat dilihat pada gambar berikut:

3. Kopula Vine

Sebagaimana pembahasan pada bagian sebelumnya, penggunaan kopula pada dimensi
tinggi bermasalah pada ketidakfleksibelan struktur (lihat [3]). Lebih lanjut, menurut [3]
pada dimensi sebarang, pemilihan keluarga kopula cenderung terbatas. Kopula Gauss
multivariat, t, dan Archimedes kurang fleksibel dalam memodelkan ketergantungan den-
gan akurat. Selain itu aplikasi finansial membutuhkan struktur ketergantungan pada
pusat distribusi dan juga pada ekor [5]. Salah satu cara untuk mengatasi persamasalah
ini adalah dengan menggunakan kopula vine . Vine merupakan model struktur graf
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Fig 1. Plot kontur kopula Clayton, Frank, dan Gumbel. Masing-masing kopula memiliki margin N(0, 1)
dan t4.

fleksibel untuk mendeskripsikan kopula multivariat menggunakan riam (cascade) kop-
ula bivariat yang disebut kopula pasangan (pair-copulas) (lihat misalnya [1], [3], [15]).
Konsep vine dikembangkan secara detail oleh [2] dan inferensi statistika dikembangkan
lebih lanjut oleh [1] untuk vine kanonis (C-vine ) dan vine D (D-vine ).

Sebelum membicarakan tentang vine , akan dibicarakan terlebih dahulu konsep dekom-
posisi kopula pasangan (pair-copula) yang diadaptasi dari [1]. Misalkan suatu vektor
peubah acak X = (X1, X2, . . . , Xn) dengan densitas peluang bersama f(x1, x2, . . . , xn).
Selanjutnya densitas ini dapat difaktorkan dengan marginal-marginalnya sebagai berikut

f(x1, x2, . . . , xn) = fn(xn)f(xn−1|xn)f(xn−2|xn−1, xn) · · · f(x1|x2, . . . , xn). (10)

Selanjutnya menerapkan Teorema Sklar pada (6) dan menerapkan aturan rantai diper-
oleh

f(x1, . . . , xn) = c1...n{F1(x1), . . . , Fn(xn)}f1(x1) · · · fn(xn) (11)

dengan c1...n(.) adalah densitas kopula variat n.
Contoh 4. Untuk kasus trivariat diperoleh dekomposisi (lihat juga [3])

f(x1, x2, x3) = f1(x1)f(x2|x1)f(x3|x1, x2). (12)

Dengan menerapkan Teorema Sklar diperoleh

f(x2|x1) = c12{F1(x1), F2(x2)}f2(x2) (13)

dan

f(x3|x1, x2) = c23|1{F (x2|x1), F (x3|x1)}c13{F1(x1), F3(x3)}f3(x3). (14)
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Fungsi distribusi trivariat pada (12) dapat direpresentasikan dengan kopula bivariat
C12, C13, dan C23 dengan densitas berturut-turut c12, c13, dan c23. Secara umum un-
tuk distribusi berdimensi tinggi terdapat sejumlah signifikan kostruksi kopula pasangan
yang mungkin. Sebagai contoh terdapat 240 konstruksi untuk densitas lima dimensi [1].
Untuk mengorganisasi atau mempermudah konstruksi kopula pasangan, [2] memperke-
nalkan vine .

Definisi 9. [2] Suatu vine V pada n elemen jika V = (T1, . . . , Tm) dengan T1 adalah
pohon dengan simpul N1 = {1, . . . , N} dan himpunan simpul yang dinotasikan Ē1.
Untuk setiap i = 1, . . . ,m, Ti adalah simpul dengan N − i ⊂ N1 ∪E1 ∪E2 ∪ · · · ∪Ei−1

dan himpunan simpul Ēi

Terdapat dua kasus khusus vine regular yaitu vine kanonis (canonical vines, disingkat
C-vine ) dan vine D (disingkat D-vine ). Secara umum bentuk densitas D-vine dan C-
vine adalah berturut-turut sebagai berikut (lihat [1])

f(x1, x2, . . . , xn) =
n∏

k=1

f(xk)
n−1∏
j=1

n−j∏
i=1

ci,i+j|i+1,...,i+j−1

{F (xi|xi+1, . . . , xi+j−1), F (xi+j |xi+1, . . . , xi+j−1)} (15)

dan

f(x1, x2, . . . , xn) =

n∏
k=1

f(xk)

n−1∏
j=1

n−j∏
i=1

ci,i+j|i+1,...,j−1

{F (xj |x, . . . , xj−1), F (xi+j |x1, . . . , xj−1)}. (16)

4. Estimasi Kopula

Secara garis besar terdapat beberapa metode untuk mengestimasi kopula yaitu metode
kemungkinan maksimum, inferensi kemungkinan untuk margin, semiparametrik, dan
nonparametrik (lihat [4]). Bagian ini hanya membahas metode kemungkinan maksimum.
Misalkan f(x1, x2, . . . , xn) adalah densitas peluang bersama. Menerapkan Teorema Sklar
diperoleh

f(x1, x2, . . . , xn) = c(F1(x1), F2(x2), . . . , Fn(xn))

n∏
i=1

fi(xi) (17)

dengan

c(u1, u2, . . . , un) =
∂C(u1, u2, . . . , un)

∂u1∂u2 . . . ∂un
(18)

adalah densitas copula dimensi n dari C(u1, u2, . . . , un; θ). Apabila diambil sample se-
banyak m bentuk persamaan (17) mengimplikasikan dekomposisi log kemungkinan (log
likelihood) yakni

L =

m∑
j=1

log c(F1(x1), F2(x2), . . . , Fn(xn)) +

m∑
j=1

n∑
i=1

log fi(xi). (19)
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Kemudian misalkan kopula C termasuk dalam keluarga kopula yang diindeks oleh pa-
rameter θ yakni C = C(u1, u2, . . . , un; θ) dan margin Fi dan densitas univariat fi diin-
deks oleh parameter αi, maka penduga kemungkinan maksimum likelihood untuk (17)
adalah (lihat [4])

arg max
α1,α2,...,θ

m∑
j=1

log c(F1(x1;α1), F2(x2;α1), . . . , Fn(xn;αn); θ) +

m∑
j=1

n∑
i=1

log fi(xi;αi).

(20)

4.1. Estimasi Kopula Vine

Estimasi kopula vine dapat menggunakan metode kemungkinan maksimum. Fungsi log
kemungkinan (lihat [1]) untuk C-vine adalah

n−1∑
j=1

n−j∑
i=1

T∑
t=1

log[cj,j+1|1,...,j−1{F (xj,t|x1,t, . . . , xj−1,t)F (xj+i,t|x1,t,...,xj−1,t)}] (21)

dan untuk D-vine

n−1∑
j=1

n−j∑
i=1

T∑
t=1

log[ci,i+j|i+1,...,i+j−1{F (xi,t|xi+1,t, . . . , xi+j−1,t)F (xi+j,t|x1,t, . . . , xi+j−1,t)}].

(22)
Prosedur inferensi untuk kopula C-vine dan D-vine dapat dilihat pada [1], [5]. Contoh
estimasi dan inferensi dapat dilihat pada [3].

5. Kesimpulan

Masih banyak hal yang belum bisa disampaikan dalam artikel ini, terutama estimasi
dan inferensi vine . Selain itu penerapan kopula untuk kasus diskret juga belum dibahas.
Saat ini referensi untuk kopula kasus diskret adalah [13]. Namun, demikian kopula
memberikan gambaran yang lebih luas dalam mempelajari struktur ketergantungan.
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